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Prologo

Construir ciencia siempre sera una tarea apasionante y retadora, don-
de cada nueva idea merece reconocimiento colectivo, ya que su razoén de
ser esta ligada a buscar el bienestar del hombre, a la vez que constituye
un desafio al conocimiento existente. Al lente de cualquier paradigma la
ciencia es dinamica, busca recambios y continuamente se somete al juicio
de los edificadores del conocimiento.

El Manual para el andlisis de Funciones Especiales propone algo am-
bicioso, explicar la funcionalidad de las funciones matematicas especiales,
es decir, lograr describir en palabras simples y concretas para qué sirven
estas funciones. La primera interrogante que surge es ja qué se considera
una funcién especial matematica?, la respuesta es aparentemente simple:
las funciones especiales son aquellas que modelan una realidad para en
formato simbolico replicar esa realidad.

El origen y fundamento de este tipo de obras se explica en el génesis
mismo de las ciencias exactas o a la vez, en esa condicién de herramienta
util para entender el entorno que las ciencias deben cumplir. Este aspecto
evidencia la importancia de este trabajo, pues amalgama conocimientos,
aptitudes y pertinencia en una investigacién bien lograda donde el objetivo
supera lo metodologicamente propuesto y alcanza espacios mayores que
tienen que ver con el bienestar del estudiante y el docente. Ademas de
poner al servicio de la sociedad educativa una herramienta de mejora.

Ensenar ciencias exactas es un reto continuo, significa rebasar lo formal
y positivista de estas ciencias para abordar escenarios cualitativos de orden
social, donde mas que el resultado concreto de la operacién debe importar
el bienestar de los involucrados. Ensenar es un proceso de construccion
social donde su efectividad debe considerarse en funcién del avance acti-
tudinal de los individuos inmersos en el proceso.

Piaget indic6 con gran acierto que ensenar matematicas es especial,
por cuanto los elementos de esta ciencia son conceptuales y no concretos,
el nimero, el punto, el conjunto o el plano no existen en la realidad, son
productos de la creatividad del hombre que ayudan a construir modelos



de la realidad para poder estudiarlos. El profesor debe darse el trabajo
de presentarlos como objetos concretos para iniciar un proceso efectivo de
ensenanza.

Una funcién es una relacion entre dos conjuntos, que debe cumplir
ciertas condiciones, y estan presentes en nuestras vidas. Obtener una cédula
de identidad es un ejemplo concreto donde a cada ciudadano en base de
un proceso, el registro civil asigna un co6digo tnico. La ciencia matematica
se encargara de moldear esto y la ensenanza de la matematica explicara
pedagbgicamente ese proceso.

Las funciones estan presentes en nuestras vidas de manera reiterada
y amplia. Muchas veces son tan comunes que no reflexionamos sobre su
naturaleza y simplemente las aceptamos como parte de nuestro diario vivir,
y asi la ciencia se torna lejana, abstracta y sin sentido, mucho méas cuando
textos pensados y producidos en realidades distintas son impuestos y se
obliga a memorizar procesos y métodos que claro justifican un resultado,
mas no ayudan a que el estudiante ecuatoriano construya los conocimientos
de acuerdo a su realidad y su cultura.

Carlos Méndez Martinez hace una propuesta que irrespeta esta for-
ma de accién y la plasma en una obra que siendo de contenido formal y
cuantitativo, se sujeta a los pardmetros sociales de pensar en el lector, en
ese estudiante que buscara en sus hojas respuestas a sus interrogantes, y
en tal sentido propone respuestas entendibles, que se sujetan al entorno y
a la realidad de la educacion de bachillerato y de educacion superior del
Ecuador.

Ademas, el autor selecciona, escoge un tema muy interesante en ma-
tematicas, las funciones especiales, un apartado representativo dentro de la
abstraccion, donde la creatividad de su idealizacion es de por si un incen-
tivo a la reflexion, y los resultados a mas de responder a lo metodologico,
deben brindar resultados desde la logica matematica y el sentido comun.

Para entender la pertinencia de esta obra es preciso recordar que la
matematica como ciencia, recurre a procesos formales muy estrictos, mas
la utilidad de sus resultados tiene éxito cuando es simple y puede ser
utilizado como herramienta. Muchas veces lo especial de esta ciencia y la
curiosidad que genera en ciertas mentes, ha construido resultados teéricos
cuya utilidad practica ha sido posterior. Esto no sucede con las funciones
especiales, estas se han construido y se construyen para responder a un
requerimiento concreto, se construyen asi las definiciones y los fundamentos
que dan respuesta a esa realidad y se construye la teoria que sustente
adecuadamente los resultados.



Las funciones especiales constituyen entonces un espacio para abordar
nuevas relaciones entre conjuntos, reconociendo que esas nuevas formas
responden al desarrollo social y siempre existira el espacio para su vigencia.

El abordaje practico de los conceptos de elemento y de conjunto que
se hace en esta obra, superando esa ambigiiedad creada por Cantor! y
que aun genera discusion entre los matematicos, es particularmente intere-
sante, pues lo hace desde un enfoque absolutamente concreto para desde
alli explicar relaciones que responden absolutamente a lo concreto y no se
sujetan a limitaciones tedricas.

La densidad de los nimeros reales siempre provocard interrogantes.
Si el punto tiene medida cero, jpor qué la coleccién de puntos adjuntos
tiene un medida positiva?, cuya discusion debe abordarse en trabajos de
matematicas puras y no en trabajos de ensenanza de las matematicas, aqui
mas bien debe presentarse estos aspectos como especificidades de la ciencia
que inciten la curiosidad.

Al leer la obra de Méndez Martinez, el estudiante encontrara respuestas
a sus inquietudes, el profesor de matematicas dispondra del apoyo de una
metodologia y un lenguaje apropiado para su desempeno y el investigador
tendra acceso a una propuesta que establece una ruta y propone un camino
a seguir.

Esta obra también viene a mitigar esa falencia en investigacion educa-
tiva que caracteriza nuestra realidad nacional, donde el docente es capaz
e innovador, mas se limita cuando se trata de investigar y sistematizar
quiza por falta de costumbre. El rol del educador de la era digital debe
caracterizarse por hacer de su desempeno un espacio de investigacion y de
su aula un laboratorio, donde los éxitos individuales y singulares han de
servir para mejorar el sistema educativo.

Es menester recalcar que en el Manual para el uso andlisis de Funciones
Especiales se proponen explicitamente a las tecnologias de la informacion
y la comunicacién como herramientas que apoyan el desempeno del docen-
te, superando esa idea equivocada de que estas tecnologias son el fin del
proceso de ensenianza y que de cierta manera pueden llegar a sustituir al
docente. Las tecnologias, todas ellas, incluyendo aquellas que surgen de los
saberes ancestrales, son herramientas que apoyan el proceso de ensefianza
aprendizaje, es el docente quien en funcién de su compromiso y su afan
de mejorar su funciéon quien ha de escoger la que mejor se acople a cada
realidad, y asi apoyar la construccion de conocimiento que ha de realizarse
en comunidad con otros docentes y con los estudiantes.

!Cantor: (1845-1918). Matematico aleméan de origen ruso. Se le considera el padre
de la teoria de conjuntos. N. del E.



4 INDICE GENERAL

Seguro en un futuro este autor nos presentara nuevos aportes igual de
innovadores y retadores, mas este aporte tiene un sabor especial porque
surge en una época de cambio donde se plantea que el ser humano con sus
emociones ha de ser el objetivo final del proceso de ensenanza, donde la
creatividad del investigador debe superar el positivismo y construir resulta-
dos que engrandezcan a la sociedad, Manual para el andlisis de Funciones
Especiales cumple a cabalidad con estos principios.

Por tultimo, deseo presentar mis felicitaciones a Carlos Fernando Méndez
Martinez, su trabajo merecidamente constituye ya un elemento valioso en
el desarrollo de la investigacion educativa del pais. Para mi ha sido un
honor leerlo de fuente primaria, en ese proceso, he sentido nuevamente esa
emocion que hace algunos anos me embargo al reconocer que la ensefianza
de las matematicas posibilita entender la razén de ser de la madre de las
ciencias y reconocer que el nimero tiene sentido social y es herramien-
ta para lograr el bienestar social. Es necesario también que como persona
agradezca al autor por haberme permitido ser parte de este proceso que me
engrandece como ser humano y me permite reafirmar la valia del docente
de nuestra geografia.

Mat. Vinicio Vasquez Bernal.
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Intervalos

1.1. Definicion

Etimoldégicamente, el término intervalo proviene de la raiz latina inter-
vallum que significa espacio.

En matematicas, una definicion formal seria como sigue: un intervalo
representa un subconjunto conexo de ntimeros reales “Ry”, comprendidos
entre dos numeros a los cuales llamaremos extremos, verificando una pro-
piedad fundamental.

Denotando como “a” al extremo inferior y “b” al extremo superior de
un intervalo de niimeros reales, donde a < b ; y, como “S” al subconjunto
formado por todos los elementos comprendidos entre a y b, entonces:

Todo ntmero real “n” tal que a < n < b pertenece a “S”.

En un sentido coloquial, el término intervalo significa “entre valores”
Los intervalos se pueden representar de manera grafica, mediante la utili-
zacion de porciones de rectas o semirrectas numéricas, donde el extremo
inferior “a” siempre estard ubicado a la izquierda del extremo superior “b”,
puesto que a < b.

1.2. Clases de Intervalos

1.2.1. Intervalo Abierto

[Ael]

Sean “a” y “b” dos niimeros reales, considerados los extremos inferior y
superior de un intervalo respectivamente. Se define como intervalo abierto,
al conjunto de ntimeros reales comprendidos entre “a” y “b”, pero sin la
inclusién de los valores extremos.



6 CAPITULO 1. INTERVALOS

Su notacion como intervalo es la siguiente:

(a,b)

Notese la utilizacion de paréntesis, lo cual significa la no inclusion de
los extremos.
Su notaciéon conjuntista es:

{z/(a<x<b)}

Que se lee, “conjunto de valores de x, tal que x sea mayor que el extremo
inferior a, y menor que el extremo superior b, sin incluir los valores de a y
b”.

Su representacién grafica (gréafica 1.1) es:

-l P

N\ N\
a

Figura 1.1: Intervalo Abierto

1.2.2. Intervalo Cerrado

Sean “a” y “b” dos nimeros reales, considerados los extremos inferior y
superior de un intervalo respectivamente. Se define como intervalo cerrado,
al conjunto de ntimeros reales comprendidos entre “a” y “b”, pero con la
inclusion de los valores extremos.

Su notacion como intervalo es la siguiente:

[a, ]

Nétese la utilizacién de corchetes, lo cual significa la inclusién de los
extremos.
Su notaciéon conjuntista es:

{z/[a <z <O}

Que se lee, “conjunto de valores de x, tal que x sea mayor o igual que el
extremo inferior a, y menor o igual que el extremo superior b, con inclusién
de los valores de a y b”.

Anélisis de funciones especiales



CAPITULO 1. INTERVALOS 7

Su representacion grafica (grafica 1.2) es:

Figura 1.2: Intervalo Cerrado

1.2.3. Intervalo Semi-Abierto por la Derecha

Sean “a” y “b” dos nimeros reales, considerados los extremos inferior
y superior de un intervalo respectivamente. Se define como intervalo semi-
abierto por la derecha, al conjunto de niimeros reales comprendidos entre
“a” y “b”, con inclusién del extremo inferior “a” y exclusion del extremo
superior “b”.

Su notaciéon como intervalo es la siguiente:

[a,b)

Notese la utilizacion de corchete en el extremo inferior y paréntesis en
el superior, lo cual implica la inclusién de “a” y exclusion de“b”.
Su notaciéon conjuntista es:

{z/[a <z <)}

Que se lee, “conjunto de valores de x, tal que = sea mayor o igual que
el extremo inferior a, y menor que el extremo superior b, con inclusion del
valor a y exclusion de b”.

Su representaciéon grafica (grafica 1.3) es:

D _/
a b

Figura 1.3: Intervalo Semi-Abierto por la Derecha

Anélisis de funciones especiales
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1.2.4. Intervalo Semi-Abierto por la Izquierda

“won

Sean “a” y “b” dos nimeros reales, considerados los extremos inferior
y superior de un intervalo respectivamente. Se define como intervalo semi-
abierto por la izquierda, al conjunto de niimeros reales comprendidos entre
“a” y “b”, con exclusion del extremo inferior “a” e inclusién del extremo
superior “b”.

Su notaciéon como intervalo es la siguiente:

(]

Noétese la utilizacion del paréntesis en el extremo inferior y corchete en
el superior, lo cual implica la exclusiéon de “a” e inclusiéon de“b”.
Su notaciéon conjuntista es:

{z/(a <z < b}

Que se lee, “conjunto de valores de z, tal que x sea mayor que el extremo
inferior a, y menor o igual que el extremo superior b, con exclusion del valor
a e inclusiéon de b”.

Su representacion grafica (grafica 1.4) es:

— —

-/

a b

Figura 1.4: Intervalo Semi-Abierto por la Izquierda

1.2.5. Intervalo Infinito Abierto a Izquierda

Sea “a” un nimero real, considerado el extremo inferior de un intervalo.
Se define como intervalo infinito abierto a izquierda, al conjunto de niimeros
reales considerados desde el extremo inferior “a”, con exclusién del mismo,
y generado hacia el infinito positivo.

Su notaciéon como intervalo es la siguiente:

(a, +00)

[{3pp)]

Noétese la utilizacion del paréntesis en el extremo inferior “a” que im-
plica exclusién, y junto al simbolo +00 que no representa un nimero real.

Anélisis de funciones especiales
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Su notaciéon conjuntista es:
{z/(a <z < 400)}

Que se lee, “conjunto de valores de x, tal que x sea mayor que el extremo
inferior a, y menor que +00”. Representado como un rango de valores se
tiene:

{z/z > a}

Que se lee, “conjunto de valores de z, tal que = sea mayor que a”.
Su representaciéon grafica (grafica 1.5) es:

- () >

Figura 1.5: Intervalo Infinito Abierto a Izquierda

1.2.6. Intervalo Infinito Cerrado a Izquierda

Sea “a” un numero real, considerado el extremo inferior de un inter-
valo. Se define como intervalo infinito cerrado a izquierda, al conjunto de
nameros reales considerados desde el extremo inferior “a”, con inclusién
del mismo, y generado hacia el infinito positivo.

Su notaciéon como intervalo es la siguiente:
[a, +00)

Notese la utilizacién del corchete en el extremo inferior “a” que implica
inclusién, y paréntesis junto al simbolo +00 que no representa un ntmero
real.

Su notaciéon conjuntista es:

{z/la <x < +00)}

Que se lee, “conjunto de valores de x, tal que x sea mayor o igual que
el extremo inferior a, y menor que +00”. Representado como un rango de
valores se tiene:

{z/x > a}

Que se lee, “conjunto de valores de x, tal que = sea mayor o igual que

Anélisis de funciones especiales



10 CAPITULO 1. INTERVALOS

Su representacion grafica (grafica 1.6) es:

+Q0

a

Figura 1.6: Intervalo Infinito Cerrado a Izquierda

1.2.7. Intervalo infinito Abierto a Derecha

Sea “a” un numero real, considerado el extremo superior de un inter-
valo. Se define como intervalo infinito abierto a derecha, al conjunto de
nimeros reales considerados desde el extremo superior “a”, con exclusién
del mismo, y generado hacia el infinito negativo. Su notacién como inter-

valo es la siguiente:

(—oo,a)

Notese la utilizacion del paréntesis en el extremo superior “a” que im-
plica exclusién, y junto al simbolo —oo que no representa un nimero real.

Su notaciéon conjuntista es:
{z/ (-0 <z <a)}

Que se lee, “conjunto de valores de x, tal que x sea mayor que —oo y
menor que el extremo superior a”.
Representado como un rango de valores se tiene:

{z/x < a}

Que se lee, “conjunto de valores de x, tal que = sea menor que a”.
Su representacion grafica (grafica 1.7) es:

00

a

Figura 1.7: Intervalo Infinito Abierto a Derecha.

Anélisis de funciones especiales
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1.2.8. Intervalo infinito Cerrado a Derecha

Sea “a” un numero real, considerado el extremo superior de un inter-
valo. Se define como intervalo infinito cerrado a derecha, al conjunto de
numeros reales considerados desde el extremo superior “a”, con inclusion
del mismo, y generado hacia el infinito negativo.

Su notaciéon como intervalo es la siguiente:
(_007 (l]

Notese la utilizacién del corchete en el extremo superior “a” que implica
inclusiéon, y paréntesis junto al simbolo —oo que no representa un ntimero
real.

Su notaciéon conjuntista es:

{z/(-00 <z <d]}

Que se lee, “conjunto de valores de z, tal que x sea menor o igual que
el extremo superior a, y mayor que —oo”.
Representado como un rango de valores se tiene:

{z/z < a}

Que se lee, “conjunto de valores de x, tal que x sea menor o igual que

Su representacién grafica (grafica 1.8) es:

a

Figura 1.8: Intervalo Infinito Cerrado a Derecha.

1.2.9. Intervalo infinito

El intervalo infinito en suma, representa el conjunto de los ntmeros
reales “Ry”, en otras palabras la recta numérica.
Su notaciéon como intervalo es la siguiente:

(—o00, +00)

Anélisis de funciones especiales



12 CAPITULO 1. INTERVALOS

Notese la utilizacion de paréntesis junto a los simbolos 400 y —oo que
no representan nimeros reales.
Su notaciéon conjuntista es:

{z/(—00 < x < 400)}

Que se lee, “conjunto de valores de z, tal que x sea mayor que —oo, y
menor que +00”.
Su representacion grafica (grafica 1.9) es:

+Q0

Figura 1.9: Intervalo Infinito.

Anélisis de funciones especiales



Desigualdades

El hecho de establecer un cotejo o comparacion entre dos entes ma-
tematicos implica directamente la existencia real de dos posibles relaciones
logicas entre si, la igualdad entre ellos, o en su defecto, que los mismos sean
diferentes; de la ultima conclusién se desprende entonces que, si los entes
sometidos a comparacion son diferentes, es evidente que uno de ellos sera
necesariamente mayor que el otro. Esta verdad plantea entonces la exis-
tencia de establecer una relaciéon entre dos expresiones matematicas que
no resultan iguales.

Bajo esta ¢ptica, una desigualdad es una expresion matematica, la cual
manifiesta uno o varios signos de desigualdad, como:

> MAYOR QUE

< MENOR QUE

< MAYOR O IGUAL QUE
> MENOR O IGUAL QUE
# NO ES IGUAL QUE

2.1. Definiciéon

Una desigualdad constituye una relaciéon matematica de orden, que se
establece entre dos miembros cuando los mismos son diferentes. Si en una
desigualdad existe la presencia de al menos una variable tomara el nombre
de inecuacion.
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2.2. Clasificacion

Las desigualdades por su naturaleza se pueden agrupar como sigue:

2.2.1. Absolutas

Una desigualdad absoluta se define como aquella que resulta absoluta-
mente independiente de las variables, por ejemplo:

20 > 10
—10 < -5
X—-16<X

2.2.2. Condicionales o Inecuaciones

Una desigualdad condicional es aquella que, satisface sus condiciones
Unicamente y de manera exclusiva para determinados valores de sus varia-
bles, como por ejemplo:

5X —3Y +8 <0
2X24+ X —-5>0

2.3. Propiedades

a) Cuando a los miembros de una desigualdad, se les suma (algebrai-
camente) una misma cantidad, el sentido de la desigualdad no se
altera.

Ejemplos:

8> 2
845>2+5, es decir:
13 > 7, verifica.

5 <10
5—2< 10— 2, es decir:
3 < 8, verifica.

Anélisis de funciones especiales



CAPITULO 2. DESIGUALDADES 15

b) Cuando a los miembros de una desigualdad, se les multiplica por una
constante positiva, el sentido de la desigualdad no se altera.

Ejemplos:

8> 2
(8)(5) > (2)(5) , es decir:
40 > 10, verifica.

5 <10
(5)(2) < (10)(2) , es decir:
10 < 20 , verifica.

Cuando a los miembros de una desigualdad, se les multiplica por una
constante negativa, el sentido de la desigualdad se invierte.
Ejemplos:

8> 2
(8)(=5) < (2)(—5) , inversion de sentido, es decir:
—40 < —10, verifica.

5 <10
(5)(=2) > (10)(—2) , inversion de sentido, es decir:
—10 > —20 , verifica.

2.4. Solucién de desigualdades por caso

2.4.1. Desigualdades Lineales

Su solucion es simple y obedece a un conjunto de operaciones matemati-
cas basicas, asi como a las propiedades fundamentales de las desigualdades,
siempre considerando que al resolver una desigualdad, se busca un conjunto
infinito de soluciones.

Ejemplos de céalculo:

En los siguientes ejercicios resolver las desigualdades.

(2.1) 16X — 8 < 4X +4

Anélisis de funciones especiales
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Solucion.
Transponiendo términos:

16X —4X <844
Sumando términos semejantes:
12X < 12

De donde:

12
X<—=X<«1
12

Su solucion expresada como intervalo es la siguiente:
(=00, 1)
Su notaciéon conjuntista es:
{z/(—c0 <z < 1)}
Representado como un rango de valores se tiene:
{z/x < 1}
Soluciéon grafica:

aee

-1 0 1
Figura 2.1
(2.2) 7X —4X +3—16X >2X +6 —5X —8

Transponiendo términos:

7X —4X —16X —2X +5X > -3+6—-38
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Resolviendo.

12X —22X >6—-11

—10X > =5
Multiplicando por (—1).
10X <5
De donde:
) 1
<2 <=
X < 10— X < 5

Su solucién expresada como intervalo es la siguiente:
(—OO, 1/ 2]
Su notaciéon conjuntista es:
1
{z/(~o0 <z <5}
Representado como un rango de valores se tiene:
1
{z/o < 5}
2
Solucién grafica:

-00

0 1/2

Figura 2.2

(2.3) 20X —18 42X — 16X +6—5X > —8X +8+4X — 25

Solucién.
Transponiendo términos:
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20X +2X — 16X — 5 X +8X —4X >18—-6+8 —-25
Resolviendo.
30X — 25X > 26 — 31

5X > -5
De donde:

X > —2 — X >-1
Su solucion expresada como intervalo es la siguiente:
[—1, +00)
Su notacion conjuntista es:
{z/[-1<2x<+4+00)}

Representado como un rango de valores se tiene:

{efa > -1)

Solucién grafica:

|
I
-1 0
3

Figura 2.

(2.4) 10(2X —2)+5—6(3X +4)—3X < 2(4X—1)+3X —10(7X +3)—123

Solucioén.
Ejecutando operaciones indicadas:

20X —204+5—-18X —24 —3X <8X —2+3X — 70X — 30 — 123
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Transponiendo términos:
20X — 18X —3X —8X —3X +70X <20-5+24—-2-30—123
Resolviendo.

90X — 32X <44 — 160

58X < —116
De donde:
116

X< Y = X < -2
Su solucion expresada como intervalo es la siguiente:
(=00, —2]
Su notaciéon conjuntista es:
{z/(—00 <z < 2]}

Representado como un rango de valores se tiene:

{efr < -2}

Solucion grafica:

¢ i

Figura 2.4

(2.5) a—6abX +4b(2X + 8) + 10abX < 4(2X — a) + 2ab + 6a

Solucion.
Ejecutando operaciones indicadas:

a— 6abX + 8bX + 32b + 10abX < 8X — 4a + 2ab + 6a
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Transponiendo términos:

—6abX + 8bX + 10abX — 8X < —a — 32b — 4a + 2ab + 6a

Términos semejantes:

4abX + 8X —8X < a+ 2ab— 320

Factor comun:

X (4ab+ 8b — 8) < a + 2ab — 32b

De donde:
a + 2ab — 32b ,
a + 2ab — 320
- - 7 ) 4 _
1ah -8 —8 Si (4ab+8b—8) <0

(2.6) 12ab+3(4X —6)—10(abX+2a) > 4a(5b+20X)+5(a+X +3ab)

Solucion.
Ejecutando operaciones indicadas:

12ab + 12X — 18 — 10abX — 20a > 20ab + 8abX + S5a + 5X + 15ab

Transponiendo términos:

12X — 10abX — 8abX — 5X > —12ab + 18 4+ 20a + 20ab + 5a + 15ab

Términos semejantes:
7X —18abX > 25a + 23ab + 18

Factor comun:
X(7—18ab) > 25a + 23ab + 18

De donde:
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25a + 23ab + 18
X > ) —1
> = 18ab Si (7 8ab) > 0

25a + 23ab + 18
< ) —1
X < 7 18ab S (7 8ab) < 0

2.7)

[GCNTAN
|

N | —
INA

NGOV

[SCI )

Solucion.
Transponiendo términos:

A3 1 9
Iy _Zx <2
3X 38 S3t3

Minimo comun multiplo de denominadores:

16X —9X - 3+4

12 - 6
Términos semejantes:
X 7
<
12 7 6
De donde:
42X < 84

X < i;l — X <2
Su solucién expresada como intervalo es la siguiente:
(—o0,2]
Su notaciéon conjuntista es:
{z/(-o0 <z <2J}

Representado como un rango de valores:
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{z/e <2}
Solucién grafica:
-0
0 2
Figura 2.5
4 5 1 3 1
2.8 ——-X+=-X—-4>-X-3+2X—-—-X
(2:8) 3710 12 Zat T T
Solucion.
Transponiendo términos:
5 1 3 1 4
—— X+ -X—-=-X-2X+-X>——-+4+4-—
4 + 2 2 + 4 ~ 3 * J

Minimo comun multiplo de denominadores:

BN 42X —6X —SX+X  —4412-9
1 - 3

Términos semejantes:

3X—-19 12-13

>
4 3
—16X - —1
4 3
De donde:
—48X > —4
Multiplicando por (-1):
48X < 4

Finalmente:
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4 1
X <« — — <« —
<48 12

Su solucion expresada como intervalo es la siguiente:

(~o0,75)

Su notacion conjuntista es:

fa/(~o0 <x < )}

Representado como un rango de valores:

1
< _
{e/e <33

Solucion grafica:

00

0 1/12
Figura 2.6

2.4.2. Desigualdades No Lineales

Ejemplos de célculo:
En los siguientes ejercicios resolver las desigualdades.

(2.9) X?-16>0

Primer método:
Transponiendo términos:

X%2>16
De donde:

X > V16 = X > +4
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Ahora, con la raiz positiva se conserva el sentido de la desigualdad y
con la raiz negativa se invierte el sentido de la desigualdad, de lo cual se
obtiene:

X>40X<—-4

Solucién grafica:

- =

-4 0 4

Figura 2.7

Segundo método:

X?2-16>0

Factorando (diferencia de cuadrados):

(X +4)(X —4) >0

a) + y +
o
b)- vy -

Donde se debe recordar que “y” — interseccion de conjuntos,
y “0” = unidén de conjuntos.

Analizando la posibilidad a, los dos factores positivos:
(X+4)>0 y (X—-4)>0

X>—-4 y X2>4
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l |. DE CONJUNTOS —|—> +Q0

-

-4 0 4
Figura 2.8
Solucién a: X > 4
Analizando la posibilidad b, los dos factores negativos:
(X+4)<0 y (X—-4)<0
X>—-4 y X<A4

-00 ~—— 1. DE CONJUNTOS

-4 0 4

Figura 2.9

Solucion b: X < 4
Solucién final, solucién “a” unién solucion “b”:

- — = +Q0
- | -
I

-4 0 4

Figura 2.10

(X/X>4 o X<-4}

(2.10) X?-9<0

Factorando (diferencia de cuadrados):

(X +3)(X —3)<0

Anélisis de funciones especiales



26 CAPITULO 2. DESIGUALDADES

Analizando la posibilidad a:
(X+3)>0 y (X-3)<0

X>-3 y X3

+00
0 [
Il INTERSECCION DE CONJUNTOS
° | °
-3 0 3
Figura 2.11
Solucion a: [-3 < X < 3]
Analizando la posibilidad b:
(X+3)<0 y (X-=-3)>0
X<-3 y X2>3
-00 +00
I
l | i
-3 0 3
Figura 2.12

No existe interseccion de conjuntos, por lo que
Solucién b: {¢}, es decir conjunto vacio.
De acuerdo con las leyes del algebra de conjuntos se tiene:
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AU¢=A
(6]
Ang=A

Es decir un conjunto A, unién con el conjunto vacio es A; y
un conjunto A intersecciéon con el conjunto vacio es vacio.
De esta manera la solucion final sera:

R U —

-3 0 3
Figura 2.13
Es decir:
{(X/[-3<X <3]}
(2.11) X’+X-6<0

Factorando (trinomio de la forma X? + BX + O):

(X +3)(X -2)<0

Analizando la posibilidad a:

(X+3) >0y (X —-2)<0
X>-3yX<2
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+Q0

;oo
I. DE CONJUNTOS
M) | )
N\ 1 )
-3 0 2
Figura 2.14
Solucién a:
(—-3< X <2)

Analizando la posibilidad b:
(X+3)<0 vy (X—-2)>0
X<-3 y X>2

-00 +00
- ; Y | r:
N | N
-3 0 2
Figura 2.15

No existe interseccion de conjuntos, por lo que
Solucién b: ¢, es decir conjunto vacio.
De esta manera la solucién final sera:

-3 0 2
Figura 2.16
Es decir:
{X/(-3< X <2)}
(2.12) 2X2+2X —4>0
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Factorando (trinomio de la forma AX? 4+ BX + C):

(2X +4)(X —1) > 0

Analizando la posibilidad a:

2X+4)>0 y (X-1)>0
X>-2 y X>1

-

I. DE CONJUNTOS —|—» +00

| e -
Y I ./
-2 0 1
Figura 2.17
Solucién a:
X>1

Analizando la posibilidad b:

2X+4)<0 y (X-1)<0
X<-2 y X<l

-

-00=<—]— I DE CONJUNTOS l
N
1

|

I

-2 0
Figura 2.18
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Solucion b:
X < =2

De esta manera la solucion final seré:

-0 -——mm—————— i\ — +00
| -/
1

-2 0
Figura 2.19
Es decir:
{X/X>10X < -2}
(2.13) X?+2X%2-8X >0

Factorando (factor comun y trinomio de la forma X% + BX + C):

X(X+4)(X—-2)>0

a)+ y + y +
(0]

b+ v - vy -
O

-y + vy -
O

-y -y +

Analizando la posibilidad a:
(X)>0 y (X+4)>0 y (X-2)>0
X>0 vy X>—-4 y X>2
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+Q0
+00
=+Q0

. DE CONJUNTOS  —}—=+00

- I e -
N\ ) )
-4 0 2
Figura 2.20
Solucidon a:
X >2

Analizando la posibilidad b:

(X)>0 v (X+4)<0 y (X-2)<0
X>0 vy X<—-4 y X<2

;+w
-0
_w‘
- ) ) J\ -
N4 S N
-4 0 2
Figura 2.21
No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucién b: {¢}, es decir conjunto vacio.
Analizando la posibilidad c:
(X)<0 v (X+49>0 y (X-2)<0
X<0 v X>—4 y X<2
-0
+00
-00
|. DE CONJUNTOS /L
- e M .
./ N\ W/
-4 0 2

Figura 2.22
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Solucién ¢: (—4 < X < 0)
Analizando la posibilidad d:

(X)<0 vy (X+4)<0 y (X-=2)>0
X<0 vy X<—-4 y X>2

l -
W/

-4 0 2
Figura 2.23

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:

Solucion d: {¢}, es decir conjunto vacio.

Como se puede observar al ser cuatro el nimero de posibili-
dades, se verifica que dos de ellas generan soluciéon y las otras

dos no, por lo tanto.
J\ - | =00
N\ Y
0 2

La solucién final sera:

/
-4
Figura 2.24
Es decir:
{X/X>2 o (-4<X<0)}
(2.14) X3 4+2X? - 15X <0

Factorando (factor comun y trinomio de la forma X2 + BX + O):
X(X +5)(X —3)<0
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(0)

b)- y +y +

(0)

o+ vy -y +

(0)

)+ y + vy -

Analizando la posibilidad a:
(X)<0 y (X+5<0 y (X-3)<0
X<0 y X<-5 y X<3

_w‘
-Q0
-w‘
-QO~——I. DE CONJUNTOS l
-5 0 3
Figura 2.25

Solucién a: X < =5
Analizando la posibilidad b:
(X)<0 y (X+52>20 y (X-3)>0
X<0 y X>-5 y X>3

oo
+00
+Q0

@ I
-5 0 3
Figura 2.26
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No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucion b: {¢}, es decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad c:

»+00
-c0
h‘*-w
-5 0 3
Figura 2.27
No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucion c: {¢}, es decir conjunto vacio.
Analizando la posibilidad d:
(X) >0 (X+5)>0 y (X-3)<0
X>0 vy X>-5 y X<3
+00
+00

|. DE CONJUNTOS

® ® -

-5 0 3

Figura 2.28

Solucién d: [0 < X < 3]

Como se puede observar al ser cuatro el nimero de posibili-
dades, se verifica que dos de ellas generan soluciéon y las otras
dos no, por lo tanto.

La solucion final sera:
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-Q0 ———

-5 0 3
Figura 2.29

EXPRESIONES NO FACTORIZABLES.

(2.15) X?-X-1<0

Aplicando la relacién para la solucién de la ecuacion de segundo grado:

—b+Vb? — 4dac
:L‘ =
2a

Tenemos:

De esta manera se tendra:

X1 = 1+\/5:1,618
2
1_

X1 = Qﬁ = 1,618

Generando factores se tiene:

(X — 1,618)(X +0,618) < 0
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Analizando la posibilidad a:

(X —1618) >0 y (X+0,618) <0
X>1618 vy X < —0,618

e S

— I I N
-2 -1 -0618 O 1 1618 2

Figura 2.30

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucion a: {¢}, es decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad b:

(X —1618) <0 y (X+0,618)>0
X <1618 y X >—0618

I. DE CONJUNTOS
| | s | | ) |
| | ./ | | / |
-2 -1 -0618 0O 1 1618 2
Figura 2.31

Solucion b: (—0,618 < X < 1,618)

Como se vio anteriormente de acuerdo con las leyes del algebra de
conjuntos se tiene
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AUgp=A
ANg=¢

Es decir un conjunto A, unién con el conjunto vacio es A; y
un conjunto A interseccion con el conjunto vacio es vacio.
De esta manera la solucion final sera:

N ——

-2 -1 -0618 0 1 1.618
Figura 2.32

Es decir:
{X/(-0,618 < X < 1,618)}

EXPRESIONES QUE INVOLUCRAN VARIABLES EN EL
DENOMINADOR.

(2.16)

o>

QO | W~
Wl

il ol
2X 4X

Resolviendo se tendré:

9—-8X S 15 +8X
6X — 12X

12X(9 — 8X) > 6X (15 + 8X)
108X — 96X2 > 90X + 48X2
108X — 96X2% — 90X —48X% >0
—144X%* +18X >0
Factorando:

X(—144X +18) > 0
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Analizando la posibilidad a:
X>0 y (144X +18)>0
X>0 y —144X > —18

X>0 y 144X <18

18
X >0 X < —
S VY
1
+00
-00
INTERSECCION DE CONJUNTOS
@
0 1/8

Figura 2.33

Solucién a: [0 < X < 1/8]
Analizando la posibilidad b:
X<0 y (-144X+18)<0
X<0 y —144X <-18
X<0 y 144X > 18
X<0 y X>48

X<o0 y x>{
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— .

0 1/8

Figura 2.34

No existe interseccién de conjuntos, por lo tanto:
Solucién b: {¢}, es decir conjunto vacio.
De esta manera la solucién final sera:

0 1/8
Figura 2.35
Es decir:
{X/[0 <X <1/8]}
(X-1)
2.1 <
(2.17) (X +3) — 0

a)y *
O
by =

Analizando la posibilidad a:

X—1>0 y X+3<0
X>1 y X<-3

Anélisis de funciones especiales



40 CAPITULO 2. DESIGUALDADES

W/ I
-3 0 1

Figura 2.36

No existe intersecciéon de conjuntos, por lo tanto:
Solucién a: {¢}, es decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad b:
X—-1<0 y X+3>0
X<l y X>-3

+00
-m‘
INTERSECCION DE CONJUNTOS
) |
-/ I '
-3 0 1
Figura 2.37

Solucién b: [-3 < X < 1]
De esta manera la solucién final seréa:

9 1
-3 0 1
Figura 2.38
Es decir:
{X/(=3 <X <1]}
X?24+2X -8
2.18 — >0
( ) X+1 -
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Factorando el numerador:

(X +4)(X —2)
x+n =

Posibilidades generales:

~ -

a)y T
O
by =

Posibilidades especificas:

Posibilidades

Analizando la posibilidad a:
X+4>0 y X—-2>20 y X+1>0

Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad

a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacién matemaética, por lo
tanto:

X>—-4 y X>2 y X>-1

- +00
_—- = +00
- +00
. DE CONJUNTOS —}» +00

= N | ‘ =

Figura 2.39

Solucién a: X > 2

Analizando la posibilidad b:
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X4+4<0 y X-2<0 y X+1>0
Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacion matematica, por lo

tanto:

X<—4 y X<2 y X>-1

@ O—
4 1 0 2

Figura 2.40
No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucién b: {¢}, es decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad c:
X+4>0 y X-2<0 y X+1<0

Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminaciéon matematica, por lo
tanto:

X>-4 y X<2 y X<-1

»+00

88

I. DE CONJUNTOS

|
® O—

-4 -1 0 2

Figura 2.41

Solucién c: [-4 < X < —1)

Analizando la posibilidad d:

X+4<0 y X-2>0 y X+1<0
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Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacién matematica, por lo
tanto:

X<—-4 y X>2 y X<-1

-0 4+——— —M8M +00

I
0 2

Figura 2.42

\
. o
-1

No existe interseccién de conjuntos, por lo tanto:

Solucién d: {¢}, es decir conjunto vacio.

Como se puede verificar al ser cuatro el nimero de posibilidades, se
verifica que dos de ellas generan solucion y las otras dos no. De esta manera
la solucion final sera:

|

-4 -1 0 2
Figura 2.43

Es decir:
{X/[-4<X<-1) o X>2}

Observese que, si analizamos el denominador y su posibilidad de con-
vertirse en cero tendriamos:

X+1#0
X £ -1

El valor de X= -1, es el tinico real que vuelve cero a la expresion, el
cual ha sido excluido de la solucién final en el anélisis previo.

(2.19) (X +2)/(X*-2X-3)<0
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Factorando el denominador:
X +2
(X =3)(X+1) —

Posibilidades generales:

~ -

a)y *
O
b)y =

Posibilidades especificas:

Posibilidades

a)y = o by =+ o oy 5 o dy

—y —

Analizando la posibilidad a:
X+2>0 y X-3>0 y X+1<0

Notese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-
dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminaciéon matematica, por
lo tanto:

X>-2 y X>3 y X<-1

+00
+00

Figura 2.44

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucion a: {¢}, es decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad b:
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X+2>20 y X-3<0 y X+1>0

Notese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-
dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacion matematica, por
lo tanto:

X>-2 y X<3 y X>-1

;4’@
-00
+Q0
. DE CONJUNTOS

‘ ) | )

N I N

-2 -1 0 3

Figura 2.45

Solucién b: (=1 < X < 3)

Analizando la posibilidad c:
X+2<0 y X-3>0 y X+1>0

Notese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-
dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacion matematica, por
lo tanto:

X<-2 y X>3 y X>-1

o=
—— +00
+00
/L | )
N I /
-2 -1 0 3
Figura 2.46

No existe interseccién de conjuntos, por lo tanto: Solucién c: {¢}, es
decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad d:
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X+2<0 y X-3<0 y X+1<0
Notese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-

dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacion matematica, por
lo tanto:

X<-2 vy X<3 y X<-1

.w‘

0

-00

-®<-!— |. DE CONJUNTOS /L
l
Y | N\
2 -1 0 3

Figura 2.47

Solucién d: X < —2

Como se puede verificar al ser cuatro el nimero de posibilidades, se
verifica que dos de ellas generan solucién y las otras dos no. De esta manera
la solucién final sera:

-2 -1 0 3
Figura 2.48
Es decir:
{X/X<-2 o (-1<X<3)}

Observe que, si analizamos el denominador y su posibilidad de conver-
tirse en cero tendriamos:

X-340 v X+1#0

X#3 y X#-1
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Los valores de X= 3 y X= -1, son los tnicos reales que vuelven cero
a las expresiones, los cuales han sido excluidos de la soluciéon final en el
analisis previo.

X4+ X -2
(2:20) Xrox 12"
Factorando numerador y denominador:
(X+2)(X -1 -0
(X —4)(X+3)

Posibilidades generales:

Posibilidades especificas de a:

Posibilidades

[ a)yi—ﬁob)y—%oc)y%od)yrh]

Posibilidades especificas de b:

Posibilidades

[ a)y 4= o by £ o oy 1

< (<
]l
o

&

o«

[ ]!
< [
+I+
—

Analizando la posibilidad a:

X+2>0 yv X—-1>0 y X—-4>0 y X+3>0
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Resolviendo:

X>-2 y X>1 y X>4 y X>-3

+00
+Q0
+Q0
+Q0

I. DE CONJUNTOS ——++00

M)
)
1

> O

Figura 2.49

Solucion a: X >4

Analizando la posibilidad b:
X+2<0 vy X—-1<0 y X—-4<0 y X+3<0

Resolviendo:

X<-2 y X<l y X<4 y X<-3

-0

-0

-00

-0

-wc:— |. DE CONJUNTOS J\
) N | )
N N I N N
-3 -2 0 1 4
Figura 2.50

Solucion b: X < —3

Analizando la posibilidad c:
X+2>0 y X—-1>0 y X—-4<0 y X+3<0
Resolviendo:

X>-2 y X>1 y X<4 y X<-3
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;+w
+Q0
-0
R ) | ) J\
N N I N -/
-3 -2 0 1 4
Figura 2.51

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucion c: {¢}, es decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad d:
X+2<0 vy X-1<0 y X—-4>0 y X+3>0
Resolviendo:

X<-2 y X<l y X>4 y X>-=-3
>+m

00 «—— l +00
e | /L ( ;
-/ -/
-2 1

§
), T U
-3 0 4

Figura 2.52

No existe interseccién de conjuntos, por lo tanto:
Solucién d: {¢}, es decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad e:
X+2>0 y X—-1<0 y X—-4<0 y X+3>0
Resolviendo:

X>-2 y X<l y X<4 y X>-3

- +00
+00
-00 -« —
00 =
I. DE CONJUNTOS /L
- M) ) | M) -
Y N\ I N\ O
-3 -2 0 1 4
Figura 2.53
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Solucitn e: (-2 < X < 1)

Analizando la posibilidad f:
X+2<0 y X—-1>0 y X—-4>0 y X+3<0
Resolviendo:

X<-2 vy X>1 y X>4 y X<-3

i | M)
Y Y
-2

= +00
+Q0

88

1
0 1 4

Figura 2.54

)
9
-3

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucion f: {¢}, es decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad g:
X+2>0 y X-1<0 y X—-4>0 y X+3<0
Resolviendo:

X>-2 y X<l y X>4 y X<-3

+00
R0 o P m— +00
| ) C; :
U\ I W/
-3 -2 0 1 4
Figura 2.55

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucién g: {¢}, es decir conjunto vacio.

Analizando la posibilidad h:

X+2<0 y X-1>0 y X-4<0 y X+3>0
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Resolviendo:

X<-2 vy X>1 y X<4 y X>-3

~+00
-0 +00
-00
- ( ) ( D) | M) /L
I N\ )
-3 -2 0 1 4
Figura 2.56

No existe interseccién de conjuntos, por lo tanto: Solucién h: {4}, es
decir conjunto vacio.
De esta manera la solucion final sera:

-2 0 1 4
Figura 2.57

Es decir:

{X/X<-3 o (-2<X<1l) o X>4}

Anélisis de funciones especiales






Funciones

3.1. Introduccion

Una funciéon debe ser entendida fundamentalmente como una corres-
pondencia o relacion, en este caso de tipo matematico, entre dos conjun-
tos especificos. El término funcién fue introducido por primera vez por el
francés René Descartes alrededor del ano 1637. Una funciéon matemaéatica
obedece a un proceso de orden légico que puede expresarse literalmente
como “depende de”, o “esta en funcién de”.

Por citar ejemplos de facil comprensién podriamos manifestar que, el
pago de una planilla de agua, depende o esta en funciéon directamente del
consumo en m?; la cantidad de combustible empleado por un vehiculo para
desplazarse de un lugar a otro, depende o esta en funcion de la distancia
a donde queramos llegar; o finalmente, si se requiere el envio de una enco-
mienda por avion, el costo depende o estd en funcion del peso del mismo.

Designando como X e Y a dos variables, las cuales estan vinculadas
o asociadas por medio de alguna relacién especifica, de tal manera que
si a la variable X se le asignan valores libremente, la variable Y depen-
derd de esos valores para asumir los propios, es por ello que la primera
toma el nombre de variable independiente, mientras que la segunda que
depende directamente de la primera toma el nombre de dependiente; los



54 CAPITULO 3. FUNCIONES

valores admisibles de la variable X constituyen el dominio de la funcién,
mientras los valores resultantes de la variable Y constituyen el codominio,
contradominio o ambito de la funcion.

3.2. Definicion

Una funcion, se la puede definir como un conjunto de parejas ordenadas
de nimeros reales (X,Y'); que responden a una regla de correspondencia,
y en los cuales no pueden existir dos pares ordenados diferentes que tengan
igual el mismo valor de su abscisa. Como se manifesté anteriormente, al
conjunto de valores admisibles de X se lo denominarda dominio de la fun-
cion, y al conjunto de valores resultantes de Y contradominio o ambito de
la funcién.

Por consiguiente, denotando como “ f” a una funcién, entonces su grafi-
ca estard formada por un conjunto infinito de todos los puntos (X,Y’) que
pertenezcan al conjunto de los nimeros reales Ry y que satisfagan su defi-
nicion.

3.3. Diferencia entre ecuacién y funciéon

Recordemos, una ecuacion es una expresion matemaética que se define
como una igualdad que se establece entre dos expresiones algebraicas re-
guladas por un signo de igualdad, y a las cuales se las denomina miembros
de la ecuacion (derecho e izquierdo); una igualdad puede ser numérica o
algebraica, y en el segundo caso debe poseer al menos una incognita, por
ejemplo:

Y = X?

X?+Y?2=1
10+5=15

Una funcién constituye de hecho una ecuacién, sin embargo, una fun-
cién ilustra la correspondencia entre variables, una variable que depende
de la otra en base a una expresion matematica, lo mas importante es que,
para cada valor de la variable independiente en la funcién solo debe existir
un valor tinico para la funcion o la variable dependiente, de las expresiones
citadas anteriormente solo la primera constituye una funcion.

Graficamente se puede diferenciar una ecuacion de una funcién de la
siguiente manera:

Anélisis de funciones especiales
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Al trazar una recta vertical dentro del dominio de una funcién, esta
debe interceptar a su lugar geométrico tinica y exclusivamente en un punto
a la vez, como se puede apreciar en los siguientes ejemplos graficos.

T

Figura 3.1

Como se puede observar el dominio de esta curva son los reales, y toda
recta vertical que se trace dentro de su campo de existencia interceptara
exclusivamente a la misma en un tnico punto a la vez, por lo que esta
grafica corresponde a una funcion.

-/ Pi(z,y)

Figura 3.2
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Al igual que la anterior, el dominio de esta curva son los reales, y toda
recta vertical que se trace dentro de su campo de existencia interceptara
exclusivamente a la misma en un tinico punto a la vez, por lo que esta
grafica también corresponde a una funcion.

Ahora analicemos lo que sucede con el grafico de una ecuacion.

P1 (X1,Y1)

P2 (X2,Y2)

Figura 3.3
La recta vertical, intercepta a la grafica en dos puntos a la vez, por lo

que el valor de la abscisa del punto uno “X,” es exactamente igual a la
abscisa del punto dos “X5”, la grafica corresponde a una ecuacion.

\ P1 (X1,Y1) '

/ P2 (X2,Y2)

Figura 3.4

Al igual que la anterior, la recta vertical intercepta a la grafica en dos
puntos a la vez, por lo que el valor de la abscisa del punto uno “X;” es
exactamente igual a la abscisa del punto dos “X5”, la gréafica corresponde

a una ecuacion.
Finalmente se dejan como ejemplos de funciones las siguientes graficas.
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flo) =V

Funcién identidad Funcién cuadratica

Funcién raiz cuadrada

S5 2 o1 2 st 52 T 1 3 st R o1 3 T fy/ p [ \\3‘K
-1 -1 - -1

f@)=a| f@) =1 | fla) = sen(z) | f(@) = cos()

Funcién absoluto Funcién racional Funcién seno Funcién coseno

Figura 3.5

3.4. Notacion de funciones

Una funcién puede denotarse mediante el empleo de diferente simbo-
logia, sin embargo, lo mas usual es la utilizacion de letras mintisculas como
f, g, h, etc.

El conjunto de valores de X perteneciente a los ntimeros reales es el
dominio de la funciéon y, el conjunto Y de ntimeros reales asignados a los
valores de (X) en X es el contradominio o rango de la funcion.

De esta manera se tendra:

X —Y

r— f(r)=1y

Y = f(z), se lee “Y es igual a f de X”

La funcién, que se denota por Y = f(x), asocia a cada valor de X que
pertenece a Ry un unico valor de Y, donde Y también pertenece al mismo
conjunto infinito de ntiimeros reales.
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3.5. Operaciones con funciones

El campo operacional, o algebra de funciones se define de la siguiente
manera

3.5.1. Suma o Adicén

W

La suma de dos funciones, “f” y “g” que se denota por “f + g”, cons-
tituye la funcién definida por (f 4+ g)(X) = f(X) + g(X).

Si se denotan como Df y Dg los dominios de las dos funciones respec-
tivamente, el dominio o extensién de la funcion resultante de f + g estara
conformado por la interseccion de los dominios de ambas funciones, es
decir:

Dominio de f +¢g = Df N Dg.

3.5.2. Diferencia

[13pli

La diferencia de dos funciones, “f” y “g” que se denota por “f — g7,
constituye la funcién definida por (f — ¢)(X) = f(X) — g(X).

Si se denotan como Df y Dg los dominios de las dos funciones respec-
tivamente, el dominio o extensién de la funcion resultante de f — g estara
conformado por la interseccion de los dominios de ambas funciones, es
decir:

Dominio de f —g = Df N Dg.

3.5.3. Producto

[Apehi

El producto de dos funciones, “f” y “g” que se denota por“f x g7,
constituye la funcién definida por (f x ¢)(X) = f(X) x g(X).

Si se denotan como Df y Dg los dominios de las dos funciones respec-
tivamente, el dominio o extensién de la funcion resultante de f x g estara
conformado por la interseccion de los dominios de ambas funciones, es
decir:

Dominio de f x g = Df N Dg.

3.5.4. Cociente

W

El cociente de dos funciones, “f” y “g” que se denota por “f/g”, cons-
tituye la funcién definida por (f/¢)(X) = f(X)/g(X).

Si se denotan como Df y Dg los dominios de las dos funciones respec-
tivamente, el dominio o extensién de la funcién resultante de f/g estara
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conformado por la interseccion de los dominios de ambas funciones, es
decir:

Dominio de f+¢g = Df N Dg.
Donde se deberan excluir del dominio de la funcién g(X) el o los valores
reales para los cuales g(X) =0

3.6. Propiedades de las operaciones con fun-
ciones

Propiedad distributiva.
J(X) x [g(X) + h(X)] = [f(X) x g(X)] + [f(X) x h(X)]
Propiedad asociativa.

F(X) x [g(X) x h(X)] = [J(X) x g(X)] x h(X)

Propiedad conmutativa.

F(X) x g(X) = g(X) x f(X)

Elemento neutro.

La funcién constante f(X) =1

Elemento nulo.

La funcién constante f(X) =0

Elemento simétrico.

La funcién opuesta —f(X)
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3.7. Tipos de restricciones en el analisis de
un dominio

Durante el proceso de anélisis del campo de existencia o dominio de
una funcién, las posibles restricciones que puede presentar la expresion
son como sigue:

1. Existencia de denominadores
2. Presencia de radicales (par)

3. Una combinacion de los casos anteriores

ANALISIS POR CASO.
Sean a y b dos expresiones algebraicas se tendra:

. , a
a).- Cociente de dos expresiones de la forma —

b

Restriccion: posibilidad de generarse una indeterminacion matemati-
ca.

Analisis: b # 0

b).- Radical par de una expresién de la forma /a

Restriccion: el radicando no puede ser negativo, es decir, debe existir
raiz real.

Analisis: a > 0

¢).- Cociente de dos expresiones de la forma

NG

b

Restriccion: el radicando del numerador no puede ser negativo, es
decir, debe existir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién
matematica.

Analisis:a >0 y b#0
a

NG

Restriccion: el radicando del denominador no puede ser negativo, es
decir, debe existir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminaciéon
matematica.
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Analisis: b > 0
e).- Cociente de dos expresiones de la forma

a

b

. e . a . . .
Restriccion: el radicando 7 no puede ser negativo, es decir, debe exis-

tir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.
a
Analisis: 5 >0 y b#0

En los siguientes ejercicios, hallar el campo operacional de las
funciones definidas por:

(3.1) fX)=vX-1 y gX)=vX+5

Analizando el dominio de f(X):
fX)=vX -1
Radical par de una expresion de la forma

Va

Restriccion: el radicando no puede ser negativo, es decir, debe existir
raiz real.

Analisis: a > 0

+Q0

0 1
Figura 3.6
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El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Df(X) ={X/X =1}
Analizando el dominio de g(X):
g X)=vX+5

Radical par de una expresion de la forma
Vva

Restriccion: el radicando no puede ser negativo, es decir, debe existir
raiz real.

Analisis: a > 0
X+5>0

X > -5

+00

|
T
-5 0

Figura 3.7
El dominio de la funcién queda definido como sigue:
Dg(X) = {X/X = -5}

Al generar la interseccién de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

- +00

=~ +Q0

I DE CONJUNTOS. ————»= +00

% e
5 0 1
Figura 3.8
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Df(X)NDg(X)={X =1}
De lo antes expuesto se desprende:
FX) +9(X) = f(X) —g(X) = f(X) xg(X) = X =1

En lo referente al cociente, se deberan excluir del dominio comtn aque-
llos valores reales para los cuales g(X) = 0, entonces:

g(X) =0 para X = =5
Pero X = —5 no forma parte del dominio comun, de esta manera:

f(X)/g(X) ={X =1}

32  fX)=X+3)/(X-4) y gX)=vX-2

Analizando el dominio de f(X):
JX) = (X +3)/(X —4)
Cociente de dos expresiones de la forma
a
b

Restriccidn: posibilidad de generarse una indeterminacion matemati-
ca.

Analisis: b # 0
X—4+#0

X £4

]

Figura 3.9

+00
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El dominio de la funciéon queda definido como sigue:

Df(X)={X/X € R,, excepto X =4}
Analizando el dominio de g(X):

9(X) =vVX -2
Radical par de una expresion de la forma /a

Restriccion: el radicando no puede ser negativo, es decir, debe existir
raiz real.

Analisis: a > 0

0 2

Figura 3.10

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Dg(X) ={X/X > 2}

Al generar la interseccién de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

-Co

+Q0

+00

I. DE CONJUNTOS _|.> +00

|
i ® O
0 2 4
Figura 3.11

Df(X)NDg(X)={X >2, excepto X =4}
De lo antes expuesto se desprende:
F(X) +9(X) = f(X) = g(X) = f(X) x g(X) = X =2, excepto X =4

En lo referente al cociente, se deberan excluir del dominio comin aque-
llos valores reales para los cuales g(X) = 0, entonces:
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g(X)=0para X =2
Como X = 2 forma parte del dominio comiin, entonces se tendra:

f(X)/g(X) ={X > 2, excepto X =4}

(33) f(X)=vX-=-5/(X+1) y ¢gX)=(X-6)/vVX+4

Analizando el dominio de f(X):
F(X) = VX =5/(X +1)
Cociente de dos expresiones de la forma

Va

b

Restriccion: el radicando del numerador no puede ser negativo, es
decir, debe existir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacion
matematica.

Analisis:a >0 y b#0

X—-52>0
X2>5
X+140
X 41
l [\ oE conaunTos. —— +00
O—t —
-1 0 5
Figura 3.12

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:

Df(X) = {X/X =5}
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Analizando el dominio de g(X):

gX)=(X-6)/VX+4
Cociente de dos expresiones de la forma

a

Vb

Restriccion: el radicando del denominador no puede ser negativo, es

decir, debe existir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminaciéon
matematica.

Analisis: b > 0
X+4>0

X >4

=+00
J\ |
N
-4

I
0

Figura 3.13

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Dg(X) ={X/X > —4}

Al generar la interseccién de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

- +00
—_— =400
I. DE CONJUNTOS. ——— +Q0O
|
7 I

-4 0 5

Figura 3.14

Df(X)NDg(X)={X =5}
De lo antes expuesto se desprende:

F(X) +9(X) = f(X) = g(X) = f(X) xg(X) = X =5
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En lo referente al cociente, se deberan excluir del dominio comin aque-
llos valores reales para los cuales g(X) = 0, entonces:

g(X)=0 para X =6
Como X = 6 forma parte del dominio comiin, entonces se tendra:

f(X)/g(X)={X >5 excepto X =6}

Analizando el dominio de f(X):

(X +5)
(X —=3)

f(X) =

Cociente de dos expresiones de la forma

a

b

. s . a . . .
Restriccion: el radicando — no puede ser negativo, es decir, debe exis-

tir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.

Analisis: % >0 y b#0

X+5>

0
X-3"

Posibilidades generales:

~ -
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Analizando la posibilidad a:
X+5>0 y X-3>0
X>-5 y X>3

Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacién matematica, por lo

tanto:
= +O0

+0Q0

|. DE CONJUNTOS _ —= +00

| )
-5 0 3
Figura 3.15

Solucién a: X > 3
Analizando la posibilidad b:
X+5<0y X—-3<0
X<-5y X<3

Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacion matematica, por lo

tanto:

-00 =
-00

w<—+— . DE CONJUNTOS.

@
-5

i
0 3

Figura 3.16

Solucién b: X < —5

De esta manera la solucion final sera:

-0QQ«—F—— —+ = +Q0
- l | -
T N\
-5 3

0

Figura 3.17
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El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Df(X)={X/X<-5 0o X >3}

Analizando el dominio de g(X):

Cociente de dos expresiones de la forma :

a

b

. s . a . . .
Restriccion: el radicando — no puede ser negativo, es decir, debe exis-

tir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.

Analisis: % <0y b#0

Posibilidades generales:

~ -

Analizando la posibilidad a:
X-6>20y X+1>0
X>6 y X>-1
Nétese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad

a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacién mateméatica, por lo
tanto:
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+00
— + 00

R - + 0o
' ®
N/ I

6

Figura 3.18

Solucién a: X > 6
Analizando la posibilidad b:

X-6<0y X+1<0

X<6 y X<-—1

Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacién matematica, por lo
tanto

-0

Q0 =
INTERSECCION DE
-0o CONJUNTOS

) |

N\ I

-1 0 6
Figura 3.19

Solucion b: X < —1

De esta manera la solucion final sera:

-O0+——— ——= +Q0
- ; ) |
A I

6

Figura 3.20

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Dg(X)={X/X<—-1 o X >6}

Al generar la interseccién de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:
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-0 +Q0
-0 +00
-00~—f— 1. DE CONJUNTOS l | 1. DECONJUNTOS — = +O0
® l ®
-5 -1 0 3 6
Figura 3.21

Df(X)NDg(X) ={X <=5y X =06}
De lo antes expuesto se desprende:
FIX) 4+ 9(X) = F(X) = g(X) = [(X) x g(X) =X =5 y X =6

En lo referente al cociente, se deberan excluir del dominio comtun aque-
llos valores reales para los cuales g(X) = 0, entonces:

g(X)=0 para X =6
Como X = 6 forma parte del dominio comtn, entonces se tendra:

f(X)/g(X) ={X <=5y X >0}

(x4 5)
(3.5) flz) = J @ — X - 12) y g(x) = (22 —4)

Analizando el dominio de f(X):

B (x +5)
f(x)_\l(xQ—X—IQ)

Cociente de dos expresiones de la forma

a

b

. e . a . . .
Restriccion: el radicando — no puede ser negativo, es decir, debe exis-

tir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.

Analisis: fracab>0 y b#0
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(x +5) >0
(2 — X —12) —
Factoriando el denominador:
(x +5) -
(x —4)(x+3) —
Posibilidades generales:

~ -

a) -
Y 7
0

b)y

Posibilidades especificas:

Posibilidades

+ + =
a o b 0o ¢ o d
)y o )y - )y . )y

Analizando la posibilidad a:

X+5>20 y X—=4>0 yv X+3>0

Noétese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-

dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminaciéon matematica, por
lo tanto:

Resolviendo se tendra:

X>-5 y X>4 y X>-3

- +00
+Q0

+0Q0

[ pEcongunTos. ——+ +o0

|
T
0

é (
>

Figura 3.22
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Solucion a: X >4
Analizando la posibilidad b:

X+5>0 v X—-4<0 y X+3<0

Notese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-
dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminaciéon matematica, por
lo tanto:

Resolviendo se tendra:

X>-5 y X<4 y X<-3

+00
-0
-0 «
1. CONJUNTOS
‘ M) |
NS I
-5 -3 0 4

Figura 3.23

Solucién b: [-5 < X < —3)
Analizando la posibilidad c:

X+5<0 y X—-4>0 y X+3<0

Notese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-
dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacion matematica, por
lo tanto:

Resolviendo se tendra:

X<-5 y X>4 y X<-3

o
>

Figura 3.24

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
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Solucion c: {¢}, es decir conjunto vacio.
Analizando la posibilidad d:

X+5<0 y X—-4<0 y X+3>0

Notese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-
dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminaciéon matematica, por
lo tanto:

Resolviendo se tendra:

X<-5 y X<4 y X>-3

I O
-5 -3 0 4

Figura 3.25

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucién d: {¢}, es decir conjunto vacio.
De esta manera la solucion final sera:

N =

-5 -3 0 4

Figura 3.26

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Df(X)={X/[-b<X<-3) o X>4}

Analizando el dominio de g(X):

(X +2)

9(X) = m

Cociente de dos expresiones de la forma

SalS
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. e . a . . .
Restriccion: el radicando — no puede ser negativo, es decir, debe exis-

tir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.

Andlisis: % >0 y b#0

X+2 >0
X2 -4~

Factorando el denominador:

X +2 >0
(X +2)(X—-2) —
Simplificando:
1
>
X2 "

Posibilidades generales:

~ -

Ahora, si se observa el numerador de la expresién resultante, podra
apreciarse que el mismo es una constante positiva, por lo que la segunda
opcién no es aceptable, de esta manera la tinica alternativa sera que el
denominador sea positivo y diferente de cero, por lo tanto:

X-2>0

X>2 y X#2 y X#-=-2

—

U
0 2

Figura 3.27
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El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Dg(X) = {X/X > 2}

Al generar la interseccién de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

+00
+00
i |1 DE cCoNJUNTOS }» +00
- | M
I U U
-5 -3 0 2 4
Figura 3.28

Df(X)NDg(X)=X >4
De lo antes expuesto se desprende:
JX) +9(X) = f(X) —g(X) = f(X) xg(X) =X >4

En lo referente al cociente, se deberan excluir del dominio comun aque-
llos valores reales para los cuales g(X) = 0, o la vuelven indeterminada
entonces:

g9(X) = 0 no existen

9(X) = indeterminadaX =2 y X = -2

Como X =2y X = —2 no forman parte del dominio comtuin, entonces
se tendra:

f(X)/9(X) = {X >4}
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Cociente de dos expresiones de la forma:

a

b

o es . a . . .
Restriccioén: el radicando 7 no puede ser negativo, es decir, debe exis-

tir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.

Anlisis: % >0 y b#0

1
xr—ox) ="
Factorando el denominador:
_ L oy
X(X2-9) —
En donde:
1
X13)(x 3 "

Posibilidades generales:

~ -

a)y

-
+
(@)

by —

Ahora, si se observa el numerador de la expresion resultante, podra
apreciarse que el mismo es una constante positiva, por lo que la segunda
opcién no es aceptable, de esta manera la tinica alternativa sera que el
denominador sea positivo y diferente de cero, por lo tanto:

X(X +3)(X =3)>0

Con lo cual se tendra ahora el siguiente anélisis:
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O
b))+ y -y -
O
-y + y -
O

Analizando la posibilidad a:
X>0y X+3>0y X—-3>0

Notese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-
dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminaciéon matematica, por
lo tanto:

Resolviendo se tendra:

X>0y X>-3y X>3

+00
+Q0

— ~ 400

I. DE CONJUNTOS. —|—> +00

& O—

) )
U 9,
0 3
Figura 3.29

Solucion a: X > 3
Analizando la posibilidad b:

X>0 vy X+3<0 y X-3<0
Resolviendo se tendra:

X>0 ¢y X<-3 vy X<3
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- +Q0
-0
.w4
|
A A A
O 9 ),
-3 0 3
Figura 3.30
No existe interseccién de conjuntos, por lo tanto:
Solucién b: {¢}, es decir conjunto vacio.
Analizando la posibilidad c:
X<0 y X+3>0 y X-3<0
Resolviendo se tendra:
X<0 y X>-3 vy X<3
oo
-+ 00
_m S —
I. DE CONJUNTOS |
- e ) e -
-/ -/ -/
-3 0 3
Figura 3.31
Solucién ¢: (=3 < X < 0)
Analizando la posibilidad d:
X<0 y X+3<0 y X-3>0
Resolviendo se tendra:
X<0 y X<-=3 y X>3
.y
-0 400
|
A
9, O U
-3 0 3
Figura 3.32
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No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucién d: {¢}, es decir conjunto vacio.
De esta manera la solucion final sera:

N -

-3 0 3

Figura 3.33

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Df(X)={X/(-3<X<0) o X>3}

Obsérvese que, los valores que vuelven indeterminada a la funcién, no

constan en el campo de existencia o dominio de la misma, es decir X =
0, X=-3,yX=3
Analizando el dominio de g(X):

3X

9(X) = m

a
Cociente de dos expresiones de la forma \/;

s e . a . . .
Restriccion: el radicando 7 no puede ser negativo, es decir, debe exis-

tir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién matemaética.

Analisis % >0 vy b#0

_3X oy
(X2 —-16) —
Factorando el denominador:
3X >0
(X +4)(X —4) —

Posibilidades generales:

~ -
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Posibilidades especificas:

. Posibilidades R

+ + -
o b)y
+y+ - Y — +y -

a)y

Analizando la posibilidad a:
3X>20 vy X+4>0 y X—-4>0

Notese que, en las expresiones del denominador no se considera la igual-
dad a cero, puesto que debe evitarse la indeterminaciéon matematica, por
lo tanto: Resolviendo se tendra:

X>20 y X>—-4 y X>4

+00
+Q0
+Q0

I. DE CONJUNTOS —|-> +Q0

O ® O
-4 0 4
Figura 3.34

Solucion a: X >4
Analizando la posibilidad b:

3X>0 vy X+4<0 yv X-4<0
Resolviendo se tendra:

X>20 y X<—-4 y X<4

+Q0

O ® JJ ~
4

-4 0

Figura 3.35
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No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucion b: {¢}, es decir conjunto vacio.
Analizando la posibilidad c:

X <0 y X+4>0 y X—-4<0
Resolviendo se tendra:

X<0 y X>—-4 y X<4

+00
oo B —
|. DE CONJUNTOS J\
= O ® |\ =
-4 0 4
Figura 3.36
Solucién c: (—4 < X < 0]
Analizando la posibilidad d:
X <0 y X+4+4<0 y X—-4>0
Resolviendo se tendra:
X<0 y X<—4 y X>4
o -
oo——l ‘ -
/ £
-4 0 4

Figura 3.37

No existe intersecciéon de conjuntos, por lo tanto:
Solucién d:{¢}, es decir conjunto vacio.
De esta manera la solucion final sera:
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— = +00
- O -

-4 0 4
Figura 3.38

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Dg(X)={X/(-4< X <0/ oX >4}

Obsérvese que, los valores que vuelven indeterminada a la funcién, no
constan en el campo de existencia o dominio de la misma, es decir X = —4,
y X =14

Al generar la interseccion de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

+00
—  =+00
I. DE CONJUNTOS I. DE CONJUNTOS —}~ +00
(@) )
—<£—O @

O
-4 -3 0 3 4
Figura 3.39

Df(X)NDg(X)=4{X/(-3<X<0) y X >4}
De lo antes expuesto se desprende:
FX)+9(X) = f(X)—g(X) = f(X)xg(X) ={(-3< X <0) y X>4}

En lo referente al cociente, se deberan excluir del dominio comiin aque-
llos valores reales para los cuales g(X) = 0, entonces:

9g(X)=0 para X =0
Como X = 0 no forma parte del dominio comtn, entonces se tendra:

fX)/g(X) ={(3<X<0) y X>4}

(3.7) f(X)=/(@4X2)/(X2—4) y ¢(X)=X*//(X2 - X —12)
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Analizando el dominio de f(X) :

F(X) = \/(4X2) /(X2 - 4)

Re expresando la funcion f(X) se tiene:

f(X) = Vax2/y/ (X2 —4)

De esta manera:

J(X) =2X/\/(X? - 4)

Cociente de dos expresiones de la forma

a

Vb

Restriccion: el radicando del denominador no puede ser negativo, es
decir, debe existir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminaciéon
matematica.

Analisis: b > 0
X?—4>0
Factorando el denominador:
(X+2)(X—-2)>0

Posibilidades generales:

~ -

Analizando la posibilidad a:
X+2>0 y X-2>0

Resolviendo se tendra:
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X>-2 y X>2

+00
+00

I. DE CONJUNTOS. —}» +00

| A
O | U
-2 0 2

Figura 3.40

Solucion a: X > 2
Analizando la posibilidad b:

X+2<0 y X-2<0
Resolviendo se tendra:
X<=-2 y X<2
-00

-00
oo<—’— I. DE CONJUNTOS.

)
9
-2

e

Figura 3.41

Solucion b: X < =2
De esta manera la solucion final sera:

- 00— | ——» +00
- \ I ) =
-2 0 2

Figura 3.42

El dominio de la funcién queda definido como sigue:
Df(X)={X/X<-2 o X>2}

Obsérvese que, los valores que vuelven indeterminada a la funcién, no
constan en el campo de existencia o dominio de la misma, es decir X = —2,
yX =2
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Analizando el dominio de g(X) :

g(X) = X?/\ /(X2 — X — 12)

Cociente de dos expresiones de la forma

Vb

Restriccion: el radicando del denominador no puede ser negativo, es
decir, debe existir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminaciéon
matematica.

Analisis: b > 0

X2-X—-12>0

Factorando el denominador:

(X —4)(X+3)>0

Posibilidades generales:

~ -

a) -
Y 7
0

b)y

Analizando la posibilidad a:

X—4>0 y X+3>0

Resolviendo se tendra:

X>4 y X>-3

>+ 00

= +00
JL . DE CONJUNTOS —» +0O
= U
-3

>0

Figura 3.

W~

3
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Solucion a: X > 4
Analizando la posibilidad b:

X—-4<0 y X+3<0
Resolviendo se tendra:

X<4 y X<-=3

-0

-Q0

'w<+ |. DE CONJUNTOS

- M) | -
N\ I

-3 0

>(

Figura 3.44

Solucién b: X < —3
De esta manera la solucion final sera:

-O0-—— l — +00
= B | U/
-3 4

I
0

Figura 3.45

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Dg(X)={X/X<-3 o X >4}

Obsérvese que los valores que vuelven indeterminada a la funcién, no
constan en el campo de existencia o dominio de la misma, es decir X = —3,
y X =4

Al generar la interseccion de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

-0 +00
-Q0 — +00
-00 ‘—F I. DE CONJUNTOS I. DE CONJUNTOS 3—» +00
Ve e
I 9 %
-3 -2 0 2 4
Figura 3.46
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Df(X)NDg(X)={X/X<-3 y X >4}
De lo antes expuesto se desprende:
FX)+9(X) = f(X) —g(X) = f(X) xg(X) ={X <=3 y X >4}

En lo referente al cociente, se deberan excluir del dominio comun aque-
llos valores reales para los cuales g(X) = 0, entonces:

g(X)=0 para X =0
Como X = 0 no forma parte del dominio comun, entonces se tendra:

fX)/g(X)={X <=3 y X>4}

(3.8) f(X)=v2X2+7X —15/X-2 y g(X)=X—-8/VX2+2X -3

Analizando el dominio de f(X):
f(X)=V2X2 47X —15/X —2

a
Cociente de dos expresiones de la forma £

Restriccion: el radicando del numerador no puede ser negativo, es

decir, debe existir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminaciéon
matematica.

Analisis:a >0 y b#0

2X*+7X -15>0
Factorando:

(2X —=3)(X+5)>0

Posibilidades generales:

~ -
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Analizando la posibilidad a:
2X-3>0 y X+5>0
Resolviendo se tendra:

X>3/2 y X>-5

+00
+00
I. DE CONJUNTOS. —=+00

Figura 3.47

Solucién a: X > 2
Analizando la posibilidad b:

2X -3<0 y X+5<0

Resolviendo se tendré:

3
X<gy X<-5
-00
-00
®«+ I. DE CONJUNTOS. l
- ‘ l -
-5 0 32
Figura 3.48

Solucién b: X < —5
De esta manera la solucion final sera:

- -

|
I

-5 0 3/2
4

Figura 3.49
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Ahora analizando el denominador se tiene:
X—-2+#0
De donde
X #£2

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:

3
Df(X)=X/X<-5 0 X> 5 evcepto X # 2
00~—1— —~+00
-5

|
|
0 322
Figura 3.50
Analizando el dominio de g(X) :
g(X)=X-8/vX?+2X -3

Cociente de dos expresiones de la forma

Vb

Restriccion: el radicando del denominador no puede ser negativo, es

decir, debe existir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién
matematica.

Anilisis: b > 0
X?+2X -3>0
Factorando el denominador:
(X+3)(X—-1)>0

Posibilidades generales:

~ -
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Analizando la posibilidad a:
X4+3>0 y X—-1>0
Resolviendo se tendra:

X>-3 y X>1

- +00
+Q0
I. DE CONJUNTOS. ——}=+00
- | ) -
N\ I N4
-3 0 1
Figura 3.51

Solucion a: X > 1
Analizando la posibilidad b:

X+3<0 y X-1<0
Resolviendo se tendra:

X<-3 y X<l

-00
_m -
- Q0~<—— I. DE CONJUNTOS. /L
M |
U | -/
-3 0 1
Figura 3.52

Solucion b: X < —3
De esta manera la solucién final seré:

Figura 3.53

El dominio de la funcién queda definido como sigue:
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Dg(X)={X/X<-3 o X>1}

Obsérvese que los valores que vuelven indeterminada a la funciéon, no
constan en el campo de existencia o dominio de la misma, es decir X = —3,
yX =1

Al generar la interseccién de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

-0 g » +Q0
-00 +00
oo<—[: 1. CONJUNTOS /L | +00
@ '
-/ ]
-5 -3 0

Figura 3.54
Df(X)NDg(X)={X/X<-5 y X> Z) excepto X = 2}
De lo antes expuesto se desprende:
F(X)+9(X) = f(X)—g(X)=f(X)xg(X) =X < -5 y X> 2 excepto X = 2

En lo referente al cociente, se deberan excluir del dominio comun aque-
llos valores reales para los cuales g(X) = 0, entonces:

g(X)=0 para X =38

Como X = 8 forma parte del dominio comiin, entonces se tendra:

f(X)/g(X)={X<-5 y X>g excepto X =2 y X =8}

Anélisis de funciones especiales



Analisis de Funciones
Especiales

4.1. Funcién compuesta de “X?”

4.1.1. Definicion

Una funcién compuesta, se la puede definir como aquella que esta cons-
tituida por dos o mas “sub-funciones” de “X”, cada uno de estos elemen-
tos constitutivos de la funcion principal a su vez, estd acompanado de un
determinado “condicionante o condicionamiento” de tal manera que
al concluir el andlisis, cada una de las “sub-funciones” aportard a la
generacion de una funciéon en Ry, por ejemplo:

Dada la funciéon compuesta definida por

X st X >0
f(X) = .

-X s1 X <0

X si X >0
f(X) = .

-X si X <0

f(X) = Funcion compuesta de X
X y— X = Sub — funciones de X
X>0 y X <0= Condicionantes de las Sub — funciones

PROBLEMAS DE APLICACION.

Determinar el dominio (conjunto de valores admisibles para la variable
independiente “X”), rango (conjunto de valores de salida o valores de la
variable dependiente “Y”) y trazar la grafica para las funciones definidas
por:



94 CAPITULO 4. ANALISIS DE FUNCIONES ESPECIALES

X+2 si X>2

(4.1) f(X):{X—4 si X <2

Sub-funciones: Ecuaciones:
1. A(X)=X+2 .Y =X+2
2.fo(X)=4X —4 2. =4X — 4

Anilisis de ecuaciones:

.Y =X+2

Grado de la ecuacién: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —A/B = 1, dngulo de inclinacién 45 grados.
Ecuacion ordenada: X —Y +2=0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:
a) Con X =0; Y =2 = P,(0,2)
b) ConY =0; X = —-2= P5(—2,0)
2.V =4X —4
Grado de la ecuacion: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.

Pendiente de la recta: m = —A/B = 4.
Ecuacién ordenada: 4X — Y —4 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:
a) Con X =0; Y = -4 = P,(0,—4)
b) ConY =0; X =1 = P(1,0)

Analisis de condicionantes: no se requiere.
Grafica simultanea de ecuaciones:

Anélisis de funciones especiales
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£(X)

X-Y+2=0

P1(0,2) | P(2.4)

P2(-2,0) T/ P3(1,0)

P4(0,-4)

Figura 4.1

Generando la funcién f(X):

En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

f(X)
+00
X+2siX 2 2
4 Lo
+ X
: CONDICIONANTE
L 4X-4si X< 2
-0
Figura 4.2
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£(X)

-0

Figura 4.3: Gréfica de la funcion f(X)

Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntiimeros reales.

Df(X)={X/X € Ry}

Rango o d&mbito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Rf(X) = Y/Y € Ry

-4 51 X < -2

(4.2) r=42 si —2<X<A4
6 si X >4
Sub-funciones: Ecuaciones:
1. hy(X)=—-4 1.Y=-4
2. he(X) =2 2. =2
3. h3(X) =6 3.V =6
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Analisis de ecuaciones:

1.Y=-4
Grado de la ecuaciéon: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.

Ecuacién de la forma: Y = K es una recta horizontal.

2. =2
Grado de la ecuacién: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.

Ecuacién de la forma: Y = K es una recta horizontal.

3.Y =6

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Ecuaciéon de la forma: Y = K es una recta horizontal.

Analisis de condicionantes: no se requiere.

Gréafica simultanea de ecuaciones:

f(X)

Y=6
-Q0 +00
Y=2
-0 +00
X
Y=-4
-Q0 +00

Figura 4.4

Generando la funcién h(X):

En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:
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h(x)

T Y =6si X>4
16 O——~+00

N +

Y =2|si -2$X<4

o o

CONDICIONANTE 1 CONDICIONANTE

Y = -45i X<-2
" O -4

Figura 4.5

h(X)

y—=+00

Al

Figura 4.6: Grafica de la funcion h(X)

Dominio o campo de existencia de h(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los nimeros reales.

Dh(X) = {X/X € Ry}

Rango o ambito de h(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y =6,Y =2, Y = —4
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R(X)={Y)Y =6,Y =2,V = —4}

2X -4 si X >4
(4.3) =141 si 1<X<4
3X -2 si X<1

Sub-funciones: Ecuaciones:
L.g1(X)=2X -4 1. Y =2X -4
2. g2(X)=1 2.V =1
3.93(X)=3X -2 3.V =3X -2

Analisis de ecuaciones:

.Y =2X -4

Grado de la ecuacién: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —A/B = 2

Ecuacion ordenada: 2X —Y —4 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y = -4 = P(0,—4)

b) Con'Y =0; X =2 = P»(2,0)

2.V =1

Grado de la ecuaciéon: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Ecuaciéon de la forma: Y = K es una recta horizontal.

3.Y =3X -2

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —A/B =3

Ecuaciéon ordenada: 3X —Y —2 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y = -4 = P(0,—4)
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2 2
Analisis de condicionantes: no se requiere
Gréafica simultanea de ecuaciones:
9(X)
A
2X-Y- 4=0

P2(2/3,0)

P2(2,0)
P1(0,-2)
3X-Y-2=0
P1(0,-4)
Y
Figura 4.7

Generando la funcién h(X):

En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:
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9(x)
+00

Y =2X- 4 si X24

TY=1si1<X<4

-;======== X

Y =3X-2si X£1

-0

Ve

1 CONDICIONANTES

Figura 4.8

9(X)

+00

Figura 4.9:

Gréfica de la funcién g(X)
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Dominio o campo de existencia de g(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Dg(X) = {X/X € Ry}

Rango o d&mbito de g(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y >4 e Y <1

Rg(X)={Y/Y >4 e Y <1}

(30—5X)/6 si X <3
(4.4) =31 si X =3
X—-6 si X>3

Sub-funciones: Ecuaciones:
1. f1(X)=(30—-5X)/6 .Y =(30-5X)/6
2. fo(X) =1 2.Y =1
3. f3(X)=X—-6 3.Y=X-6

Analisis de ecuaciones:

1. Y=30-5X/6

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —A/B = —2
Ecuacién ordenada: 5X 4+ 6Y — 30 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =5= P(0,5)

b) ConY =0; X =6 = P(6,0)

2. Y=1
Si X = 3, representa un punto cuyas coordenadas son P(3,1)
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3. Y=X-6

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —A/B =1

Ecuacion ordenada: X —Y —6 =10

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =6 = P(0,6)
b) ConY =0; X = -6 = P»(—6,0)

Analisis de condicionantes: no se requiere.

Grafica simultanea de ecuaciones:

f(X)

Figura 4.10
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Generando la funcién f(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcion se tendra que:

f(X)

+Q0
Y=(30-5X)/6 si X<3 +00
5/2 \@
* P(3,1)
: — X
3 .
CONDICIONANTE Y =X-6si X>3
-3
Figura 4.11
f(X)
+00
+00
°
X

Figura 4.12: Gréfica de la funcién f(X)
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Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X) ={X/X € Ry}

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > —3

Rf(X) ={Y/Y > =3}

(4.5)

X+2 si X>2
a6 =
X? s X <2

Analisis de ecuaciones:

1. Y=X+2

Grado de la ecuaciéon: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —4/B =1

Ecuaciéon ordenada: X —Y +2 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =2= P(0,2)

b) ConY =0; X = =2 = P(—2,0)

2. YV =X?

Grado de la ecuacién: segundo grado.

Representa: una curva en Rj.

Tipo de curva: Pardbola cuya ecuacion esta en la forma candnica

X? =4PY

Caracteristicas de la curva:

V = (0,0), eje coincidente con el eje Y, P = 1/4 como P > 0 los ramales
se orientan hacia arriba, longitud del lado recto LR = |4P| = [41/4| = 1

Ecuacién ordenada: X2 —Y =0

Analisis de condicionantes: no se requiere.
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Grafica simultanea de ecuaciones:

Figura 4.13

Generando la funcién f(X):

En base a los condicionantes de cada sub-funcion se tendra que:

f(z),

y=x+2six>2

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4

CONDICIONANTE

Figura 4.14
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Figura 4.15

Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X)=X/X € R,

Rango o &mbito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > 0

Rf(X)=Y/Y >0

(21 —710X) s <0
(4.6) T=13 si 0<X<3
X st X>3
Sub-funciones: Ecuaciones:
1. gi(X) = (21 —710X) Ly - (21 —710X)
2. g2(X) =3 2.Y =3
3.93(X)=X 3.V =X
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Analisis de ecuaciones:
21 — 10X
1. Y= 7( - )

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/p = —10/7

Ecuacion ordenada: 10X 4+ 7Y —21 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:
a) Con X =0; Y =3 = P,(0,3)

b) Con Y =0; X = —6 = P»(2Y/10,0)

2.V =3
Grado de la ecuacion: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.

Ecuacion de la forma: Y = K es una recta horizontal.

3.Y =X

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta:m = —4/B = 1 angulo de inclinacién 45 grados.
Ecuacion ordenada: X —Y =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:
a) Con X =0; Y =0= P,(0,0)
b) ConY =3; X =3 = P,(3,3)

Analisis de condicionantes: no se requiere.

Grafica simultanea de ecuaciones:
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9(X)

| X-Y=0

10X+7Y-21=0 1P1(0,3) P2(3,3)

Y=3

P1(0,0) T
— , ' —t —t X
P2(2.1,0)
Figura 4.16

Generando la funcién g(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

9(x)
+Q0 1 +00
Y=(21-10X)/7 si X<0
Y =Xsi X>3
3
Y =3si 0<X<3

s - X

0]
Figura 4.17
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g(x)

+00

A

Figura 4.18: Grafica de la funcién g(X)

Dominio o campo de existencia de g(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales, excepto X =0y X = 3.

Dg(X)=X/X € Ry, excepto X =0 y X =3

Rango o ambito de g(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > 3

Rg(X)=Y/)Y >3

-X-1 s2 X<1
(4.7) r=¢X—-4 s 1<X<H4
X -4 si X >4
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Sub-funciones: Ecuaciones:
1. ilX)==-X -1 LY=-X-1
2. o(X)=X -4 2.y =X -4
3. f3s(X)=-X -4 3.Y=-X-14

Analisis de ecuaciones:

1. Y=-X-1

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.

Pendiente de la recta: m = —4/B = —1, dngulo de inclinacién 135
grados.

Ecuacion ordenada: X +Y +1 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =—-1= P(0,-1)

b) ConY =0; X =—-1= P»(—1,0)

2 =X -4

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta enRs.
Pendiente de la recta:m = —4/B =1 , d4ngulo de inclinacién 45 grados.
Ecuacion ordenada: X —Y —4 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y = -4 = P(0,—4)

b) Con Y =0; X = —4 = P,(—4,0)

3 Y =-X -4

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.

Pendiente de la recta: m = —A4/B = —1, angulo de inclinacién 135
grados.

Ecuacion ordenada: X +Y +4 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; YV = -4 = P,(0,—4)

b) ConY =0; X = —4 = P»(—4,0)
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Analisis de condicionantes: no se requiere.
Grafica simultanea de ecuaciones:

£(X)

P40

X+Y+4=0 Pi(10)

-

P2(-4,0) \. P2(0,-1)

PL(0.-4)

Figura 4.19

Generando la funcién f(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcion se tendra que:

£(X)

+00 ]

Y =-X-1si X<1

Y= X- 4 si 1<X<4

-8 - Y=-X-4si X24
Y .\
-0Co

Figura 4.20
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f(X)

.\ -00
Figura 4.21: Gréfica de la funcién f(X)

Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales, excepto X = 1.

Df(X)=X/X € Ry, excepto X =1

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > -3 0Y < -8

Rf(X)=Y)Y >-3 o Y < -8

X+6 si X<—-6
(4.8) FX)={V36—-X? si —-6<X<6
X—-6 s1 6<X
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Sub-funciones: Ecuaciones:
1. iltX) ==X +6 .Y =-X+6
2. fo(X) = V36 — 22 2.Y =36 — a2
3. f3(X)=X—-6 3.Y=X-6

Andlisis de ecuaciones:

1. Y =X+6

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —4/p =1

Ecuacion ordenada: X —Y +6 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =6 = P,(0,6)

b) Con Y =0; X = —6 = P»(—6,0)

2. Y =+v36—X?
Grado de la ecuacion: segundo grado.

Representa: una curva en Rs.
Ecuacién ordenada: X2 4+ Y? = 36

Ecuacién corresponde a la forma canénica de la circunferencia X2 4+ Y2 =r

es decir una circunferencia de centro origen y radio = 6 unidades.

3. Y=X-6

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —4/p =1

Ecuacién ordenada: X —Y —6=10

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y = -6 = P;(0,-6)
b) ConY =0; X =6 = P(6,0)

Analisis de condicionantes: no se requiere.
Grafica simultanea de ecuaciones:
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f(X)

X-Y+6=0

P1(0,6)

X-Y-6=0

P2(-6,0)

X2-v2=36

P1(0,-6)

Figura 4.22

Generando la funcién f(X):

En base a los condicionantes de cada sub-funcion se tendra que:

f(X)

Y=\/36-X2 si -6 <X <6

+00

CONDICIONANTE

Y = X+6 si X<- 6

]

Y =X-6si6<X
X
CONDICIONANTE
Figura 4.23
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£(X)

J

// T
/@/ |
-CO

Figura 4.24: Gréfica de la fucién f(X)

Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X) ={X/X € Ry}

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y pertenesca al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Rf(X)={Y/Y € Ry}

X+6 st X<—4
(4.9) g(X)=qV16—22 si —4<X<A4
6—-X s 4<X

Sub-funciones: Ecuaciones:
Lg(X)=-X+6 1.Y=—-X+6
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2. g2(X) = V16 — 22 2.Y =16 — a?
3. g3(X)=6— X 3.V =6- X

Andlisis de ecuaciones:

1. Y=X+6
Grado de la ecuaciéon: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.

Pendiente de la recta: m = —4/p = 1 , angulo de inclinacién de la recta
45 grados.

Ecuacion ordenada: X —Y +6 =0
Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =6 = P(0,6)

b) Con Y =0; X = —6 = P,(—6,0)

2. Y =+v16— X?

Grado de la ecuacién: segundo grado.

Representa: una curva en Rs.

Ecuacion ordenada: X2 +Y? = 16

Ecuacién corresponde a la forma canénica de la circunferencia X? + Y? = r
es decir una circunferencia de centro origen y radio = 4 unidades.

2

Y

3. Y=6—-X

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.

Pendiente de la recta: m = —4/p = —1 , angulo de inclinacién de la
recta 135 grados.

Ecuaciéon ordenada: X +Y —6 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =6 = P(0,6)
b) ConY =0; X =6 = P»(6,0)

Analisis de condicionantes: no se requiere.
Grafica simultanea de ecuaciones:
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a(Xx)

prr60] T\ [0

P2(-6,0) P2(6,0)
/ \ ‘ X
2216

\

Figura 4.25

Generando la funcién g(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcion se tendra que:

a(X)

v=\/16-X2 si -4 X <4

Y:X+Gsix<-éyO I O\(—6-Xsi4<x

CONDICIONANTE | CONDICIONANTE

Figura 4.26
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a(X)

Figura 4.27: Gréfica de la funcion ¢g(X)

Dominio o campo de existencia de g(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los niimeros reales.

Dg(X) ={X/X € Ry}

Rango o ambito de g(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y < 4

Rg(X) ={Y/Y <4}

4.2. Funcién valor absoluto o moédulo “X?”

4.2.1. Definicion

La funcién “Valor Absoluto o Médulo” es un tipo especial de fun-
ciéon compuesta, misma que esta constituida tnicamente por dos “sub-
funciones” de “X”, cada uno de estos elementos constitutivos de la fun-
cion principal al igual que antes, estda acompanado de un determinado
“condicionante o condicionamiento” de tal manera que al concluir el
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analisis cada una de las “sub-funciones” aportara a la generacion de una
funcién en Rs.
Se denota por | X| es decir f(X) =|X|

La funcién queda definida entonces como sigue:

ﬂXﬁwmz{XX“.XZO
— st X <0

Es importante indicar el hecho que, una funcién exclusivamente de
tipo modulo, no podra por sus caracteristicas ser nunca negativa, es decir
invadir areas negativas de f(X).

PROBLEMAS DE APLICACION.

Determinar el dominio, rango y trazar la grafica para las funciones
definidas por:

Se dard inicio analizando en primer término la definicion.

X st X>0
4.10 X)=|X|= —
(4.10) £() = ] {_X,Si‘x<0
Sub-funciones: Ecuaciones:
L AilX)=X 1.V =X
2. fo(X)=-X 2.V =-X

Anilisis de ecuaciones:

1. Y=X

Grado de la ecuacién: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/p =1

Ecuacion ordenada: X —Y =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =0= P;(0,0)

b) Con'Y =3; X =3 = P(3,3) punto arbitrario.

2. Y=-X
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Grado de la ecuacién: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/p = —1

Ecuacion ordenada: X +Y =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =0= P1(0,0)

b) ConY = —=3; X =3 = P,(3,-3) punto arbitrario.

f(X)

[

]
]
. P2(3,3)
1/ P1(0,0)

— ——————+ — X
1\ P1(0,0)
] P2(3,-3)
¥
Figura 4.28

En la representacion anterior se observa la grafica simultdnea de ecua-
ciones:

Generando la funcién f(X):

En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:
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f(X)

+00 T +00O

Y =-Xsi X<0 Y =XsiX20
- =~ X
CONDICIONANTE
Figura 4.29
f(X)
. — X

Figura 4.30: Gréfica de la funcién h(X)
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X—-4 st X—-42>0

(4.11) f(X)=|X—4|:{_<X_4) si X—4<0

Es decir:

X—4 si X—4>0
X — 4] = T
—(X—4) si X—-4<0

Anailisis de condicionantes
a) X —4>0 X >4
HX —4<0 X<4
Funcién definida:

X—4 si X—-4>4
X -4 = Yoo
- X+4 si X<4

Sub-funciones: Ecuaciones:
L.h(X)=X—-4 1.Y=X—-14
2. he(X)=-X+4 2.V =-X+4

AnAlisis de ecuaciones:

1Y =X -4

Grado de la ecuacién: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —4/p =1

Ecuacion ordenada: X —Y —4 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y = -4 = P(0,—4)
b) ConY =0; X =4 = P»(4,0)
2Y =-X+14

Grado de la ecuaciéon: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
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Pendiente de la recta: m = —4/p = —1
Ecuacion ordenada: X +Y —4 =10

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =4= P1(0,4)

b) ConY =0; X =4 = P(4,0)

Gréafica simultanea de ecuaciones:

h(X)

T P1(0,4)

P1(0,-4)

Figura 4.31

Generando la funcién h(X):

En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:
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h(X)

+Q0

+00

=-X+4si X<4

Y =X-4siX24

X

CONDICIONANTE

Figura 4.32

+00 h(X)

Figura 4.33: Gréfica de la funcién g(X)
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Dominio o campo de existencia de h(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los nimeros reales.

Dh(X) = X/X € R,

Rango o ambito de h(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > 0

Rh(X) =YY >0

(4.12) g(X)=|X — 2| +4

Aplicando la definicion se tiene:

| 2| X-2 si X-22>0
€T — =
—(X—-2) si X-2<0

Por lo que la funcion sera:

X—-24+4 si X—-2>0
|z —2|+4 = ,
—X4+2+4 st X—-2<0

Analisis de condicionantes:
)X —-2>0 X>2
hHX —-2<0 X <2
Funcién definida:

ooolsam |XF2 s X—220
~X+6 si X-2<0

Sub-funciones: Ecuaciones:
Lg(X)=X+2 .Y =X+2
2. go(X)=—-X+6 22V =—X+6
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Andlisis de ecuaciones:

1. Y=X+2

Grado de la ecuacién: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/p =1

Ecuacion ordenada: X —Y +2=0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =2= P,(0,2)
b) Con Y =0; X = =2 = P,(—2,0)
2. Y=-X+6
Grado de la ecuacion: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta:m = —4/p = —1

Ecuacion ordenada: X +Y —6 =0
Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =6 = P(0,6)
b) ConY =0; X =6 = P»(6,0)
Gréafica simultanea de ecuaciones:

a(X)

T P1(0,6)

P1(0,2) |

P2(-2,0) / P2(6,0)

Figura 4.34
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Generando la funcion ¢g(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcion se tendra que:

+00 a(x) +00
A

Y=- X+ 6si X<2 Y = X+2si X22

4 P

| CONDICIONANTE

Figura 4.35

+00 g(Xx) +00
A A

Figura 4.36: Grafica de la funcién f(X)

Dominio o campo de existencia de g(X):
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Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Dg(X) = X/X € Ry

Rango o ambito de g(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > 4

Rg(X)=Y/Y >4

(4.13) fX)=|X+2|+X

-9 X+2 si X+2>0
€r — =
—(X+2) si X+2<0

Por lo que la funcion sera:

X+24+X si X+2>0
|z — 2|+ X = ,
—(X+2)+X si X+2<0
Andlisis de condicionantes:
aA)X+2>0 X >-2
HX +2<0 X < -2

Funcién definida:

2X+2 st X > =2
-2 x =7 T
-2 s1 X <=2
Sub-funciones: Ecuaciones:
1. fi(X)=2X -2 1.Y =2X -2
2. fo(X)=-2 2. =-2

Andlisis de ecuaciones:

1. Y=2X+2
Grado de la ecuaciéon: primer grado.
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Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/B = 2

Ecuacion ordenada: 2X —Y 42 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =2 = P(0,2)

b) ConY =0; X =—-1= P5(—1,0)

2. Y =-2

Grado de la ecuacién: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Ecuacion de la forma: Y = K es una recta horizontal.
Grafica simultanea de ecuaciones:

£(X)

<
I
N

Figura 4.37

Generando la funcién f(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:
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f(X)

+00

Y=2X+2 si X2- 2
CONDICIONANTE

S

Y =-2si X<-2

Figura 4.38

£(X)

+00

@/ "

CONSTANTE

Figura 4.39: Gréfica de la fucnién f(X)

Dominio o campo de existencia de f(X):
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Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X) = X/X € Ry

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > —2

RF(X)=Y/Y > —2

(4.14) FX)=|X-2/- X

Aplicando la definicion se tiene:

X-2 si X—-2>0
X —2| = oo
—(X—-2) si X—-2<0

Por lo que la funcion sera:

X-2-X s1 X-22>0
—X+2-X s1 X-2<0

|X —2|-X = {

An4lisis de condicionantes:
a) X —-2>0 X>2
hHX —2<0 X <2

Funcién definida:

-2 st X >2

X -2 - X = ,
22X +2 s1 X <2

Sub-funciones: Ecuaciones:
1. fi(X) = -2 1LY =-2
2. fo(X)=-2X+2 2. = 2X +2
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Andlisis de ecuaciones:

1. Y=-2

Grado de la ecuaciéon: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Ecuacién de la forma: Y = K es una recta horizontal.

2. Y =-2X+2

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/p = —2

Ecuaciéon ordenada: 2X +Y —2 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =2= P(0,2)
b) ConY =0; X =1 = P(1,0)
Gréafica simultanea de ecuaciones:

£(X)

| P1(0,2)

1\ P2(1,0)

-

Figura 4.40
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Generando la funcién f(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcion se tendra que:

£(X)

+00

Y=-2X+2 si X<2
CONDICIONANTE

Y=-2siX22

¥

Figura 4.41

f(X)

CONSTANTE

Figura 4.42: Gréfica de la funcién k(X)
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Dominio o campo de existencia de f(X):

Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X) = X/X € Ry

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > —2

RF(X)=Y/V > -2

(4.15)

Aplicando la definicién se tiene:

X st X>0
| X| = .
—X s X<0

Por lo que la funcién sera:

X X

X| % si X>0
| s X <o

Analisis de condicionantes:
No se requiere.

Funcion definida:
|.X| 1 s X>0
-1 s X <0
Se excluye el valor de cero por cuanto X no puede tomar este valor.

Sub-funciones:

Ecuaciones:
1. E(X)=1 1.Y =1
2. ky(X) =—1 2. =—1
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Anilisis de ecuaciones:

1. Y=1

Grado de la ecuacién: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Ecuacién de la forma: Y = K es una recta horizontal.

2. Y =-1

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Ecuacién de la forma: Y = K es una recta horizontal.
Gréafica simultanea de ecuaciones:

k(X)

Figura 4.43

Generando la funcion k(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:
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k(X)
1 Y=1siX>0
(( CONSTANTE
e X
CONSTANTE
Y =-1si X<0
CONDICIONANTE
Figura 4.44
k(X)
4
T CONSTANTE
X
CONSTANTE +
\

Figura 4.45: Gréfica de la funcién k(X)
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Dominio o campo de existencia de k(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los nimeros reales, excepto X = 0.

Dk(X) = X/X € Ry, excepto X =0

Rango o ambito de k(X):
Conjunto de valoresde Y talque Y =1 y Y =-1

RE(X)=Y/)Y =1 y Y =-1

(4.16) FOO) =X -4 +|X +4

Aplicando la definicién en el primer médulo se tiene:

X—4 si X—4>0
X — 4] = T
—(X—-4) si X—-4<0

Aplicando la definicién en el segundo médulo se tiene:

X+4 si X+4>0

X 44 = |
—(X+4) si X—-4<0

Analisis de condicionantes en los dos médulos:
a) X —4>0 X >4
b) X —4<0 X <4
a) X+4>0 X>—-4
b) X +4<0 X <—4

Entonces se tendra:

X—-4 si X>4
X 4] = TS
-X4+4 si X<4

X+4 si X >—4

X +4| =
| | {—X—4 st X <-4
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Interseccion de condicionantes 1y 1:

- +m
- +w
‘ . DE CONJUNTOS —}~ +00
- I . -
-4 0 4
Figura 4.46
{z/x >4}
Interseccién de condicionantes 2 y 2:
_m -
-0 ~——————
- 00—} 1. DE CONJUNTOS
M |
-/ | -/
-4 0 4
Figura 4.47
{z/v = -4}
Interseccion de condicionantes 2 y 1:
o =
+Q0
. DE CONJUNTOS
‘ | ()
I -/
-4 0 4
Figura 4.48
{z/[-4 <z < —4}
Funcién definida:
2X s1 X >4
X 4|+ [ X +4==¢8 si —4<X <4

—2X st X <-4
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Sub-funciones: Ecuaciones:
1. i(X) =2X 1. Y =2X
2. fo(X) =38 2.Y =8
3. f3(X) = —2X 3.V =-2X

Andlisis de ecuaciones:

1. Y=2X

Grado de la ecuacién: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta:m = —4/p = 2

Ecuacién ordenada: 2X —Y =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =0= P;(0,0)

b) ConY =2; X =1= P(1,2) puntoarbitrario.

2. Y=8
Grado de la ecuacion: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.

Ecuaciéon de la forma: Y = K es una recta horizontal.

3. Y =-2X

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —4/p = —2

Ecuacion ordenada: 2X +Y =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

Grafica simultanea de ecuaciones:
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£(X)

Zxveo] |

Y=8

P2(1,2)
P1(0,0)
——t———t X
P1(0,0)
P2(1,-2)
Figura 4.49

Generando la funcién f(X):

En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

£(X)

+00 +C0

Y =-2X si X<-4 ] Y = 2X si X4

Y =8 si[-4<X <4

1

CONDICIONANTE T CONDICIONANTE

Figura 4.50
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f(X)
+00 ] +00

¥

Figura 4.51: Gréfica de la funcién f(X)

Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X)=X/X € R,

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > 8

Rf(X)=Y/Y >38

(4.17) o(x) = x| - 12

Aplicando la definicion se tiene:

X si X>0
9(X) = .
-X s X <0
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Se excluye el valor de cero por cuanto X no puede tomar este valor.
Por lo que la funcion sera:

|X|_|X|_{X—§ si X >0

X ~-(X—-%) si X<0

Andlisis de condicionantes:
No se requiere.
Funcién definida:

x| ]X|_ X—-1 si X>0
X |-X+4+1 si X<0
Sub-funciones: Ecuaciones:
Lgp(X)=X—-1 1.Y=X-1
2. gp(X)=-X+1 2.V =—-X+1

AnAlisis de ecuaciones:

1. Y=X-1

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/p =1

Ecuacion ordenada: X —Y —1 =10

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =—-1= P(0,-1)
b) ConY =0; X =1= P(1,0)
2. Y==-X+1
Grado de la ecuaciéon: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —4/p = —1

Ecuacion ordenada: X +Y —1=0
Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =1= P,(0,1)

b) ConY =0; X =1 = P(1,0)
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g(X)

[P1(0,1)
P2(1,0)

P1(0-1) P2(1,0)

Figura 4.52

Generando la funcién g(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcion se tendra que:

a(X)

+00 1 +00

Y =-X+1si X<0 Y =X-1si X>0

-1

CONDICIONANTE

Figura 4.53
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g(X)

Figura 4.54: Gréfica de la funcién g(X)

Dominio o campo de existencia de g(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los niimeros reales, excepto X =0

Dg(X)=X/X € Ry, excepto X =0

Rango o ambito de g(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y > —1

Ry(X)=Y/)Y > —1

(4.18) F(X) = |X| x X

Aplicando la definicion se tiene

X st X>0
| X[ = .
-X s X <0

Analisis de condicionantes:
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No se requiere.

Funcién definida:

X? si X>0

X|x X = -

X1 {—X2 si X <0
Sub-funciones: Ecuaciones:
1. fi(X)=X? 1.Y = X?

2. fo(X)=—-X? 2.V = —X?

Andlisis de ecuaciones:

1. Y =X?

Grado de la ecuacion: segundo grado.

Representa: una curva en Rs.

Tipo de curva: Pardbola cuya ecuacion esté en la forma canénica X? = 4PY
Caracteristicas de la curva:

V' = (0,0), eje coincidente con el eje Y, P = 1/4 como P > 0 los ramales
se orientan hacia arriba, longitud del lado recto LR = [4P| = |41/4] = 1

Ecuacién ordenada: X2 —Y =0

2. YV =-X?

Grado de la ecuacion: segundo grado.

Representa: una curva en Rj.

Tipo de curva: Pardbola cuya ecuaciéon estd en la forma canénica X? = 4PY
Caracteristicas de la curva:

V = (0,0), eje coincidente con el eje Y, P = —1/4 como P < 0 los rama-
les se orientan hacia abajo, longitud del lado recto LR = [4P| = |4(—Y/4)| =1

Ecuacién ordenada: X2+4+Y =0

Grafica simultanea de ecuaciones:
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f(X)

/1IN Vv(0,0)

Figura 4.55

Generando la funcién f(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

) oo

Y = X% si X20

Y = -X2si X<0

-0o

Figura 4.56

[0] CONDICIONANTE
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) oo

>

¥

-0CO

Figura 4.57: Gréfica de la funcién f(X)

Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X)=X/X € R,

Rango o d&mbito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Rf(X) = Y/Y € Ry

(4.19) h(X) = X|X +2|

Aplicando la definicién se tiene:

X o= X+2 si X42>0
(X +2) si X+2<0
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Andlisis de condicionantes:
aA)X+2>0 X >-2
HX +2<0 X< -2

Funcién definida:

MX—ﬂ:{

Es decir:
X2 4+2X X > -2
X|X -2 = + st
—X2-2X s X <=2
Sub-funciones: Ecuaciones:
1. h(X)=X%+2X 1.Y = X?2+2X
2. hy(X) = —X? - 2X 2.V = —X?2-2X

Andlisis de ecuaciones:

1. Y =X2+2X

Grado de la ecuaciéon: segundo grado.
Representa: una curva en Rj.

Tipo de curva: Pardbola de vértice (h, k)
Caracteristicas de la curva:

V = (—1,-1), eje paralelo al eje Y

Ecuacién ordenada: X? +2X —Y =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =0= P,(0,0)

b) Con Y =0; X = =2 = P(—2,0)

2. YV =-X?-2X

Grado de la ecuaciéon: segundo grado.
Representa: una curva en Rj.

Tipo de curva: Pardbola de vértice (h, k)
Caracteristicas de la curva:

V = (—1,1), eje paralelo al eje Y
Ecuacién ordenada: X2 42X +Y =0
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Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =0= P;(0,0)

b) ConY =0; X = =2 = P»(—2,0)

Grafica simultanea de ecuaciones:

h(X)
X2+2X-Y=0
V(-1,1)
P2(2,0) \ .1/ P1(0,0)
———t — ———t X
P2(-2,0) e ] P1(0,0)
V(-1,1)
X2+2X+Y=0
Figura 4.58

Generando la funcién h(X):

En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:
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CONDICIONANTE

+00

Y = X2 +2X
si X=-2

[2]
1 1 1 1 1 1 Py } 1 1 1 1 1 1 X
Y = X2 -2X
Si X<-2
-0
Figura 4.59
h(X)
+00
—@— X
/ 1
-0
Figura 4.60
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Dominio o campo de existencia de h(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Dh(X) = X/X € R,

Rango o ambito de h(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Rh(X)=Y/Y € R,

x| +2x?

(4.20) (X) -

Aplicando la definicion se tiene:

X st X>0
| X| = .
-X si X <0

Analisis de condicionantes:
No se requiere.
Funcién definida:

X +2X2 Y0

—_— S
| X|+2X2 X -

X —X +2X? % <0
—_— S
X

X(1+2X) G X0
|X|+2X% X -
-

X(—1+2X

(X+> si X <0

De donde:

I X|+2X2 142X si X >0
X )l -142X si X <0
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Es decir:
[ XT+2X?  J2X+1 si X >0
X S l2-1X s X <0
Sub-funciones: Ecuaciones:
1 fi(X)=2X+1 1LY =2X+1
2. fo(X)=2X -1 2.Y =2X —1

AnAlisis de ecuaciones:

1. Y=2X+1

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/p = 2

Ecuacion ordenada: 2X —Y +1 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:
a) Con X =0; Y =1= P(0,1)

b) Con'Y =0; X = —1/2 = P»(—1/2,0)

2. Y =2X-1

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —4/p = 2

Ecuaciéon ordenada: 2X —Y —1=0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =—-1= P,(0,-1)
b) Con Y =0; X =12 = P5(1/2,0)

Grafica simultanea de ecuaciones:
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f(X)

I

0D [ pano

/ ——— X

1P10,-2)

P2(-1/2,0)

Figura 4.61

Generando la funcién f(X):
En base a los condicionantes de cada sub-funcion se tendra que:

f(X)

+00

Y = 2X+1 si X20

1
— - — X
-1
Y =2X-1siX<0 CONDICIONANTE
-00
Figura 4.62
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Dominio o campo de existencia de f(X):

f(X)

Figura 4.63

Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los nimeros reales, excepto X = 0.

Df(X)=X/X € Ry, excepto X =0

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de
los niimeros reales, excepto el
intervalo comprendido entre —1 y 1,abierto.

Rf(X)={Y/Y € Ry, excepto (-1 <Y < 1)}

(4.21)

9(X) = |X* ~ 9|

Aplicando la definicion se tiene:

|X2—9|={

X?2-9 s
—(X2 —9)

X?-9>0

S?

X?2-9<0
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Anilisis de condicionantes:

a) X?—9 X?>9

Resolviendo
X>3 y X<-3
.-w > +00
- | -
|
-3 0 3
Figura 4.64
HX?—-9<0 X?<9
Resolviendo
X<3 y X>-3
o
> +m
) | M)
/ | \/
-3 0 3
Figura 4.65
Funcién definida:
X2 o] = X?2-9 s X>3 y X<-3
—X?24+9 s (-3<X<3)
Sub-funciones: Ecuaciones:
1.g1(X):X2—9 .Y =X2-9
2.g2(X):—X2—|—9 2.V =—X?%2+49
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Andlisis de ecuaciones:

. Y=X2-9

Grado de la ecuacion: segundo grado.
Representa: una curva en Rj.

Tipo de curva: Pardbola de vértice (h, k)
Caracteristicas de la curva:

V' = (0,—-9), eje coincidente con eje YV’

Ecuacion ordenada: X2 —Y —9 = 0 Cortes o intersecciones con los ejes
coordenados:

a)Con X =0; Y =—-9 = P(0,-9) wverifica coordenadas del vértice.

D) ConY =0; X =3y X = —3 = Py(—3,0), P5(3,0)

2. Y=-X?2-9

Grado de la ecuacién: segundo grado.
Representa: una curva en Rs.

Tipo de curva: Pardbola de vértice (h, k)
Caracteristicas de la curva:

V =(0,9), eje coincidente con eje Y
Ecuacién ordenada: X? +Y —9 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =9= P,(0,9) werifica coordenadas del vértice.

b) ConY =0; X =3y X = —-3= P(—3,0), P(3,0)

Grafica simultanea de ecuaciones:
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a(x)
V(0,9)

aNE===y

P2(-3,0) P3(3,0)

P2(3.0) || P3(3,0)

/]

V(0,-9)

Figura 4.66

Generando la funcién g(X), en base a los condicionantes de cada sub-
funcion se tendra que:

9(X)

TN Y =-X249si (-3<X<3)
+00

v=X 295si X3y X <-3

CONDICIONANTE | CONDICIONANTE

Figura 4.67
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g(X)

R

+00 /\ +00

Y

Figura 4.68

Gréfica de la funcién g(X)

Dominio o campo de existencia de g(X):

Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Dg(X) = X/X € R,

Rango o ambito de g(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y sea mayor o igual que cero.

Rg(X)=Y/Y >0

(4.22) 9(X) = |22
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Aplicando la definicién se tiene:

X+6 X+6
A+0 si + >0
X+6,_ X X
X X6, X+6
X X
Analisis del primer condicionante.
X+6
X

Posibilidades generales:

~ I

a)y —
_l’_
0

b)y

Analizando la posibilidad a:
X4+46>0 y X>0
X>-6 y X>0

Noétese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacién matematica.

- +00
- +Q0
. DE CONJUNTOS —,-» +00
)
./
-6 0
Figura 4.69

Solucién a: X > 0
Analizando la posibilidad b:

X4+6<0 y X<0
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X<—-6 y X<0

- oo<+ . |. DE CONJUNTOS

-6

o (O

Figura 4.70

Solucién b: X < —6
La solucién final serd:

- 00— i — +Q00
/
0

Figura 4.71

Es decir:
X/X<-6 o X>0

Analisis del segundo condicionante.

(X +6)/X <0

Posibilidades generales:

~ -

s
0

a)y

b _
)y+

Analizando la posibilidad a:
X+6>0 vy X<O0

X>-6 y X<0
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Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacion matematica; asi como
el factor del numerador debe excluir esta posibilidad puesto que se consi-
derarfa el valor condicionante dos veces, y por tanto, la funcién perderia
sus caracteristicas.

- +00

|. DE CONJUNTOS

)
),
-6
Figura 4.72
Solucion a: (=6 < X < 0)
Analizando la posibilidad b:
X+6<0 vy X>0
X<—-6 y X>0

Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacién matemaética; asi como
el factor del numerador debe excluir esta posibilidad puesto que se consi-
deraria el valor condicionante dos veces, y por tanto, la funcién perderia
sus caracteristicas.

00 +00

- -

N %
-6

Figura 4.73

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucién b: {¢}, es decir conjunto vacio.
La solucion final sera:

Figura 4.74
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Es decir:
{X/(-6 < X <0)}

Funcién definida:

X+6
|X+6| ; si X< —-60X>0
Ty T X+6
X (25 G (6< X <0)
X
Sub-funciones: Ecuaciones:
X+6 X+6
1. X)= —— 1.V ="_~
91(X) e e
X+6 X+6
9(X) = ~(“ ) )

Andlisis de ecuaciones:
X +6
1. V=—
X

Ecuacion ordenada: X — XY +6 =0

Grado de la ecuacién: primer grado.

Caracteristicas generales: al existir al menos un término cruzado (XY')
implica que, se trata de una curva en R, y adicionalmente es una curva
asintotica.

Tipo de curva: No definida.

Al no existir una identificacién, implica la realizacion de un analisis
completo de la misma.

Analisis de la curva.

1. CORTES O INTERSECCIONES CON LOS EJES COORDENA-
DOS:

a) Con X =0; Y = No existe
b) Con Y =0; X = —6 = P(—6,0) corte tnico.

9. ANALISIS DE LA SIMETRIA:

a) Con el eje de las abscisas NO EXISTE.
b) Con el eje de las ordenadas NO EXISTE.
¢) Con el origen NO EXISTE.
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CURVA TOTALMENTE ASIMETRICA.

3. ANALISIS DEL DOMINIO O ESTENSION DE LA CURVA:

X +6

Y
X

Analisis de restricciones.
Sean a y b dos expresiones algebraicas se tendra:

a
Cociente de dos expresiones de la forma 7

Restriccion: posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.

Analisis: b # 0
Por lo tanto X # 0
De esta manera el dominio de la curva seré:
D:X/X € Ry, excepto X =0

4. ANALISIS DEL RANGO O CONTRADOMINIO DE LA CURVA:

—6
X=—\
1-Y

Analisis de restricciones.
Sean a y b dos expresiones algebraicas se tendra:

. . a
Cociente de dos expresiones de la forma —

Restriccion: posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.

Anélisis: b # 0
Por lo tanto Y # 1
De esta manera el rango o contradominio de la curva sera:
R:Y/Y € Ry, exceptoY =1
5. ANALISIS DE ASINTOTAS:

De la expresion resultante del analisis del dominio se tiene:

X 46
y=212
X
X=0
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Grado de la ecuacién: primer grado.

Ecuacién de la forma: X = K es una asintota vertical, eje de las orde-
nadas.

De la expresion resultante del andlisis del rango o contradominio se
tiene:

Grado de la ecuacion: primer grado.

Ecuaciéon de la forma: Y = K es una asintota horizontal.

_X+6
X

Ecuacién ordenada: X + XY 46 =0
Grado de la ecuaciéon: primer grado.

Caracteristicas generales: al existir al menos un término cruzado (XY')
implica que, se trata de una curva en R, y adicionalmente es una curva
asintotica.

Tipo de curva: No definida.

Al no existir una identificacién, implicaria la realizacion de un analisis
completo de la misma como en el caso de la primera, pero resulta que su
grafica es la inversa de la anterior por lo que no se requiere.

Grafica simultanea de ecuaciones:
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9(X)

i

EEREE SRR S

aqe--

X-XY+6=0

X+XY+6=0

y

Figura 4.75

Generando la funcién g(X), en base a los condicionantes de cada sub-
funcién se tendra que:

+00 '+ +0C0O

Y= - (X+6)/X ; Y=(X+6)/X
si (-6<X<0) ; si X<-60 X>0

[0]

Figura 4.76
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a(X)
+00 ‘ x+oo
/ .
I
/ E* \\
R
/o AN
/ ' ~ —1
I — / T —
e .
~T >t A
o= : X
V
Figura 4.77

Dominio o campo de existencia de g(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los nimeros reales, excepto X = 0.

Dg(X) =X/X € Ry, excepto X =0

Rango o ambito de g(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y sea mayor o igual que cero.

Ry(X)=Y/Y >0

(4.23) F(X) = 2

Aplicando la definicion se tiene:

X st X>0
| X| = .
-X s X <0

Funcién definida:
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— st X >0
X X +3

X+3
st X <0

Anilisis de condicionantes:
No se requiere.

Sub-funciones: Ecuaciones:
L f1(X) = X/x43 LY =X/x43
2. fo(X) = —(-%/x+3) 2.Y = —(—%/x+3)

Analisis de ecuaciones:
B X
X +3

Ecuacion ordenada: X — XY —3Y =0

Grado de la ecuacion: primer grado.

Caracteristicas generales: al existir al menos un término cruzado (XY')
implica que, se trata de una curva en Ry, y adicionalmente es una curva
asintotica.

Tipo de curva: No definida.

Al no existir una identificacién, implica la realizacion de un analisis
completo de la misma.

1.

Analisis de la curva.

1. CORTES O INTERSECCIONES CON LOS EJES COORDENA-
DOS

a) Con X =0; Y =0= P;(0,0)
b) ConY =0; X =0 = corte Unico.

2. ANALISIS DE LA SIMETRIA

a) Con el eje de las abscisas NO EXISTE
b) Con el eje de las ordenadas NO EXISTE
c¢) Con el origen NO EXISTE

CURVA TOTALMENTE ASIMETRICA.

3. ANALISIS DEL DOMINIO O ESTENSION DE LA CURVA
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Analisis de restricciones.
Sean a y b dos expresiones algebraicas se tendra:

. ) a
Cociente de dos expresiones de la forma —

Restricciéon: posibilidad de generarse una indeterminacion matematica.
Analisis: b # 0
Por lo tanto X +3 # 0

X # -3
De esta manera el dominio de la curva sera:
D :{X/X € R,, excepto X = —3}

4. - ANALISIS DEL RANGO O CONTRADOMINIO DE LA CURVA:

3Y
X =_""
1-Y

Analisis de restricciones.
Sean a y b dos expresiones algebraicas se tendré:

. ) a
Cociente de dos expresiones de la forma —
Restricciéon: posibilidad de generarse una indeterminacion matematica.
Anélisis:
b#0
Por lo tanto Y # 1
De esta manera el rango o contradominio de la curva sera:

R:Y/Y € Ry, exceptoY =1
4. - ANALISIS DE ASINTOTAS

De la expresion resultante del analisis del dominio se tiene:

X
X +3

X+3=0
X =-3

Grado de la ecuaciéon: primer grado.
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Ecuacion de la forma: X = K es una asintota vertical.
De la expresion resultante del analisis del rango o contradominio se
tiene:

Y =1

Grado de la ecuacion: primer grado.
Ecuacion de la forma: Y = K es una asintota horizontal.
-X
X+3

Ecuacion ordenada: X + XY +3Y =0

Grado de la ecuacién: primer grado.

Caracteristicas generales: al existir al menos un término cruzado (XY)
implica que, se trata de una curva enR,, y adicionalmente es una curva
asintotica.

Tipo de curva: No definida.

Al no existir una identificacion, implicaria la realizacion de un analisis
completo de la misma como en el caso de la primera, pero resulta que su
grafica es la inversa de la anterior por lo que no se requiere.

Grafica simultanea de ecuaciones:

f(X)
; ™
: I
X
X-XY-3Y=0
N P1(0,0) Y=1
.................................. O e SSSSSSSSSOON sty
. : —x
%\ Y-1 """
.
\,
\\\\
X+XY+3Y=0
Y

Figura 4.78
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Generando la funcion f(X), en base a los condicionantes de cada sub-
funcién se tendra que:

£(X)

+G)

Y = XIX+3 si X20

CONDICIONANTE

Y = X/IX+3 si X<0

:-00

Figura 4.79

£(X)

Figura 4.80
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Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los nimeros reales, excepto X = —3

Df(X)=X/X € Ry, excepto X = —3

Rango o ambito de f(X):

Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales,excepto el intervalo comprendido entre 0 y —1,excluido
el 0 e incluido el —1

Rf(X)=A{Y/)Y € Ry, excepto [-1 <Y < 0)}

X -1
4.24 h(X)=| ——
(4.24) ) = 3|
Aplicando la definicion se tiene:
X-1 X—1>0
—  si
|X—1|_ X +4 X+4~
X+4 B N ) U
Xx+4 7 X714

Analisis del primer condicionante.

X -1
X +4

>0

Posibilidades generales:

~ -
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Analizando la posibilidad a:

X-1>0 y X+4>0

X>1

y X>-—4

» +Q0
» +00

|. DE CONJUNTOS

Solucién a: X > 1

Figura 4.81

Analizando la posibilidad b:

X-1<0 y X+4<0

X<1 y X<-4

.m -
.w -
- CD<—’— - |. DE CONJUNTOS
- M | -
-/ |
-4 0 1
Figura 4.82
Solucion b: X < —4
La solucién final sera:
- w<‘_ — = +00
- ; N | -
W/ ]
-4 0 1
Figura 4.83

Es decir:

(X/X <-4 o X>1}
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Analisis del segundo condicionante.

X -1
X +4

<0

Posibilidades generales:

~ I

s
o

a)y

b _
)y+

Analizando la posibilidad a:
X—-1>0 y X+4<0
X>1 y X<—4

Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacién matemaética; asi como
el factor del numerador debe excluir esta posibilidad puesto que se consi-
deraria el valor condicionante dos veces, y por tanto, la funcién perderia
sus caracteristicas.

oo = . 00
/L | /L
/ | /
-4 0 1
Figura 4.84

No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucién a: {¢}, es decir conjunto vacio.
Analizando la posibilidad b:

X—-1<0 y X+4>0
X<l y X>-4

Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminaciéon matematica; asi como
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el factor del numerador debe excluir esta posibilidad puesto que se consi-
deraria el valor condicionante dos veces, y por tanto, la funciéon perderia

sus caracteristicas.

-0

» +w
|. DE CONJUNTOS
M) | M)
Y I Y
-4 0 1
Figura 4.85
Solucién b: (=4 < X < 1)
La solucién final sera:
= W/ I W/ ~
-4 0 1
Figura 4.86
Es decir:
{X/(-4< X <1)}
Funcién definida:
Aol x4 o x > 1
X —1 X +4
|7 —
X +4
X -1
—(— (-4 < X <1
Gy o (4<x <)
Sub-funciones: Ecuaciones:
X -1 X -1
1. h(X) = —— 1.V = —
(X)) =% +4 X +4
X - X -1
2. ho(X) = — 2.Y = —
() = ~(5 ) )
Anélisis de ecuaciones:
X -1
1. V=——
X +4
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Ecuacion ordenada: X — XY —4Y —1=0

Grado de la ecuacion: primer grado.

Caracteristicas generales: al existir al menos un término cruzado (XY)
implica que, se trata de una curva en Ry, y adicionalmente es una curva
asintotica.

Tipo de curva: No definida.

Al no existir una identificacion, implica la realizacion de un analisis
completo de la misma.

Anailisis de la curva.

1. CORTES O INTERSECCIONES CON LOS EJES COORDENA-
DOS

a) Con X =0; Y = =} = (0, )
b) ConY =0; X =1= P(1,0)

2. ANALISIS DE LA SIMETRIA

a) Con el eje de las abscisas NO EXISTE.
b) Con el eje de las ordenadas NO EXISTE
c¢) Con el origen NO EXISTE.

ANALISIS DEL DOMINIO O ESTENSION DE LA CURVA:

3. ANALISIS DEL DOMINIO O ESTENSION DE LA CURVA

X -1
y=2—"-
X +4

Analisis de restricciones.
Sean a y b dos expresiones algebraicas se tendra:

. ) a
Cociente de dos expresiones de la forma —

Restriccion: posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.
Analisis: b # 0
Por lo tanto X +4 # 0
X # —4
De esta manera el dominio de la curva sera:

D :{X/X € Ry, excepto X = —4}

4. ANALISIS DEL RANGO O CONTRADOMINIO DE LA CURVA
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LAY 41

X
1-Y

Analisis de restricciones.
Sean a y b dos expresiones algebraicas se tendra:

a
Cociente de dos expresiones de la forma 7

Restricciéon: posibilidad de generarse una indeterminacion matematica.
Analisis: b # 0
Por lo tanto Y # 1

De esta manera el rango o contradominio de la curva sera:
R:Y/Y € Ry, exceptoY =1
5. ANALISIS DE ASINTOTAS

De la expresion resultante del analisis del dominio se tiene:

X1
X +4

X+4=0

X =-4

Grado de la ecuacion: primer grado.

Ecuacion de la forma: X=K es una asintota vertical.

De la expresion resultante del andlisis del rango o contradominio se
tiene:

4y +1
1-Y

Y =1

X

Grado de la ecuaciéon: primer grado.
Ecuaciéon de la forma: Y=K es una asintota horizontal.

X -1
X +4

Ecuacién ordenada: X + XY +4Y —1=0

Grado de la ecuacion: primer grado.

Caracteristicas generales: al existir al menos un término cruzado (XY')
implica que, se trata de una curva en R,, y adicionalmente es una curva
asintotica.
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Tipo de curva: No definida.

Al no existir una identificacién, implicaria la realizaciéon de un analisis
completo de la misma como en el caso de la primera, pero resulta que su
grafica es la inversa de la anterior por lo que no se requiere.

Grafica simultanea de ecuaciones:

T pa0)

_______________________ :__________7________ g

: / —
N ./ 1Pio-vs Y=L

X+XY+4Y-1=0 -

Figura 4.87

Generando la funciéon h(X), en base a los condicionantes de cada sub-
funcién se tendra que:
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+00 +00 h(X)
Y=-(X-1/X+4)
si-4<X<1
Y=X-1/X+4
—— si X<-40X21
s -1
‘::::é — X
--
CONDICIONANTE CONDICIONANTE
Figura 4.88
+00 +00 h(X)
i
/ \\
/ L
/ \
7 \
/ \\\ —1
- L \@/ﬂ//../. — X

____________________________________

Figura 4.89
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Dominio o campo de existencia de h(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de

los nimeros reales, excepto X = —4

Dh(X) = X/X € Ry, excepto X = —4

Rango o ambito de h(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y sea mayor o igual que cero.

RAM(X)=Y/Y >0

| X2 — X — 20
| X + 2|

(4.25) f(X) =

Aplicando la definicién se tiene:

X2 - X —20] si X2—X—-20>0

|X?— X —20| = ) .
—(X?—-X-20) si X*’-X-20<0

Anailisis del primer condicionante.

X?2-X—-20>0

Factorando
(X =5)(X+4)>0
Posibilidades:
a) i
"
o)
by —

Analizando la posibilidad a:

X-5>0 y X+4>0
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Figura 4.90

Solucién a: X > 5
Analizando la posibilidad b:

X-5<0 y X+4<0

X<5 y X<-4

_w‘

-0
T

- (D<‘— |. DE CONJUNTOS

Figura 4.91

Solucién a: X < —4
La solucién final sera:

mﬁ_—l | l—_ -

-4 0 5
Figura 4.92

Es decir:
{X/X<—-4 o X>5}
Analisis del segundo condicionante.

X?-X-20<0
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Factorando:
(X =5)(X+4)<0
Posibilidades:
+
a)y -
o)
b _
)y -

Analizando la posibilidad a:
X—-5>0 y X+4<0

X>5 y X<-4

-0 +00
; N | J\
O I U
-4 0 5
Figura 4.93
No existe interseccion de conjuntos, por lo tanto:
Solucién a: {¢}, es decir conjunto vacio.
Analizando la posibilidad b:
X—-5<0 vy X+4>0
X<bh y X>-4
)
» +m
INTERSECCION DE CONJUNTOS
() | M)
U 1 O
-4 0 5

Figura 4.94
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La solucién final sera:

Figura 4.95

Es decir:
{X/(-4< X <5)}

Funcién definida:

m si X<—-4 o X>5
|X2—X—20|: X +2
e —<X2;(X+2_20) si (—4< X <5)
Sub-funciones: Ecuaciones:
= S Ly =
2 o) =~ v = (2

Analisis de ecuaciones:

X2 - X —-20

1. Y=
X +2

Ecuacién ordenada: X2 — XY — X —2Y —20 =0

Grado de la ecuaciéon: segundo grado.

Caracteristicas generales: curva en R, y adicionalmente es una curva
asintotica.

Tipo de curva: No definida.

Al no existir una identificacion, implica la realizacién de un analisis
completo de la misma.

Anailisis de la curva.

1. CORTES O INTERSECCIONES CON LOS EJES COORDENA-
DOS
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a) Con X =0; Y =—-10 = P,(0,—10)
b) ConY =0; X=5 y X=-4= P50) y P35(—4,0)

2. ANALISIS DE LA SIMETRIA

a) Con el eje de las abscisas NO EXISTE.
b) Con el eje de las ordenadas NO EXISTE.
c¢) Con el origen NO EXISTE.

CURVA TOTALMENTE ASIMETRICA.
3. ANALISIS DEL DOMINIO O ESTENSION DE LA CURVA

Analisis de restricciones.
Sean a y b dos expresiones algebraicas se tendréa:

a
Cociente de dos expresiones de la forma 7

Restriccion: posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.
Anélisis: b # 0

Por lo tanto X +2 # 0

X # =2

De esta manera el dominio de la curva sera:
D: X/X € Ry, excepto X = —2
4. ANALISIS DEL RANGO O CONTRADOMINIO DE LA CURVA

Ecuacién ordenada: X2 — XY — X —2Y —20=0
Agrupando:

X2+ X(=Y —1)—(2Y +20) =0

Aplicando artificio matematico se tiene:

a=1
b=(-Y —-1)
c=—(2Y + 20)

Y+ 14 /(=Y —1)2 - 4[-(2Y +20)]
v 2
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Y +1EVY2HY +148Y +80
B 2

Y 4+1£VY2+9Y +381
N 2

T

xz

Analizando restricciones:
Y24+9Y +81>0

Como la expresion no es factorizable, se aplica la formula general nue-
vamente:

a=1,b=9,c=281

—9+ /81 — 4(81)

v 2
9+ /BT 324
v 2
9% V283
= D=y

Obsérvese que, se obtuvo un discriminante negativo, aparentemente
significaria la no existencia de rango, sin embargo lo que indica es que la
expresion Y2 + 9Y + 81 no puede ser negativa, por lo tanto el rango seria
el conjunto infinito de los niimeros reales.

R: {Y/Y < RQ}
5. ANALISIS DE ASINTOTAS

De la expresion resultante del andlisis del dominio se tiene:

X2 - X -20
X +2

X+2=0

Y =

X =-2

Grado de la ecuacion: primer grado
Ecuacion de la forma: X = K es una asintota vertical.
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De la expresion resultante del analisis del rango o contradominio se

tiene:
B Y+14+V/Y24+9Y +81

. 2

No existen asintotas horizontales.
X2 - X —20

2. = X +2 )

Ecuacién ordenada: X2+ XY — X +2Y —20=0

Grado de la ecuacion: segundo grado.
Caracteristicas generales: curva en R,, y adicionalmente es una curva

asintotica.
Tipo de curva: No definida.

Al no existir una identificacién, implicaria la realizacién de un analisis
completo de la misma como en el caso de la primera, pero resulta que su
grafica es la inversa de la anterior por lo que no se requiere.

Gréafica simultanea de ecuaciones:

b £(X)

1 X24+XY-X+2Y-20=0 ‘

| /
L N\Peo
N\
.

P3(-4,0)

XZXY-X-2Y-20=0 |

P1(0,- 10)

Figura 4.96
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Generando la funcion f(X), en base a los condicionantes de cada sub-
funcion se tendra que:

Y = - (XP-X-20)/X+2
si -4<X<5

Y=(X2-X-20)/X+2
si X<-4 o X25

Figura 4.97

~+CO
\
\

i f(X)
<

e

Figura 4.98
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Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los nimeros reales, excepto X = —2

Df(X)=X/X € Ry, excepto X = —2

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Rf(X) = Y/Y € Ry

4.3. Funcién parte entera de “X”

4.3.1. Definicion

La funcion parte entera de “X” es un tipo especial de funcién compues-
ta, la cual esta constituida por un nimero “n” de “sub-funciones” de “X”,
cada uno de estos elementos constitutivos de la funcion principal a su vez,
como es caracteristico de una funcién compuesta, esta acompanado de un
determinado “condicionante o condicionamiento” de tal manera que al con-
cluir el analisis, cada una de las “sub-funciones” aportara a la generacién
de una funcién en R,.

La funcién parte entera de “X”, esta denotada como sigue:

Es decir:

Se la puede definir como el mayor entero que es menor o igual que “X”.

En otras palabras la funcién hace corresponder a cada ntimero real un
nimero entero inmediatamente inferior, o igual a ese niimero.

Obsérvese a continuacién ejemplos que aclaren la definicion
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[[0, 5]]
- | | | -
B | | | -
0 0,5 1
\\ J
\_/
Figura 4.99
[10,5]] =0
(1, 7]]
- | | | _
| | |
1 1,7 2
\
\//
Figura 4.100
[L7] =1
[[—2, 6]

-3 -2,6 -2

Figura 4.101

[=2,6]] = =3
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([0, 23]]
-1 -0,23 0
AN /
\_/
Figura 4.102
[[-0,23]] = —1
[(3]]
- | | -
I I
0 3
3
Figura 4.103
3] =3
[[=3]]
- I I -

Figura 4.104

[=3]] = -3

Una expresion matematica que expresa genéricamente el hecho es la
siguiente.

m<X<n+l1)

[(X]] =n
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Si “X7” representa un nimero real, comprendido entre dos enteros con-
secutivos n y n + 1, tal que “X7” puede ser mayor o igual que n, entonces
la parte entera de “X7, sera igual al extremo inferior n, es decir:

[X]]=n

Como caracteristicas principales de una funciéon de esta naturaleza se
puede anotar:

1. Carece de Simetria.
2. Carece de Monotonia.

3. Es una funcién eminentemente discontinua.

Para realizar el estudio de una funcién parte entera de “X7”, se reco-
mienda de manera arbitraria escoger un rango de analisis, el cual se sugiere
podré ser entre [—3 y 3).

PROBLEMAS DE APLICACION

Determinar el dominio, rango y trazar la grafica para las funciones
definidas por:

Se dara inicio analizando en primer término la definicién.

(4.26) f(X) = [[X]]

Rango sugerido de analisis [—3 y 3).

n <X < +1)

( C()E:;;E:f;fﬁ tes) [[X]] | Subfunciones | Ecuaciones
—3<X > -2 -3 | Ah(X)=-3 Y = -3
2< X < —1 -2 | f(X)=-2 Y =2
—1<X<0 -1 | f3(X)=-1 Y =—1
0<X<1 0 f1(X) = Y =0

1<X <2 1 f5(X) = Y =1
2<X <3 2 fo(X) =2 Y =2

Ana4lisis de ecuaciones:
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Se tomara la primera ecuacion para su analisis.

1. Y=-3

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.

Ecuacién de la forma: Y = K es una recta horizontal.

Como se podra apreciar todas las ecuaciones restantes tienen la misma
estructura, por lo que pertenecen a la misma familia de rectas, es decir
Y = K de pendiente 0, rectas paralelas.

Grafica simultanea de ecuaciones:

£(X)

A

A

\J

I
N

A

| <|<]=<
I I

TO

\j

X

I
1
=

<| <<
Tl
W N

Figura 4.105

Generando la funcion f(X), en base a los condicionantes de cada sub-
funcién se tendra que:
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f(X)
A
1 o—O
1 o
-~ O ———t—t—+— X
_3-2-L8123
o—o {
o—oO +
\

Figura 4.106

Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.
Df(X)={X/X € Ry}

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros enteros.

Rf(X)={Y/Y € Es}

(4.27) f(X) =X —[[X]]
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Rango sugerido de anélisis [—3 y 3).

n<X<n+1)

( Coillzitiecli:)[?lla(l)r? tes) [[X]] | Subfunciones | Ecuaciones
—3<X > -2 3 [ AX)=X-3] Y=-3
—2< X < —1 2 [ L(X)=X-2] Y=-2
—1<X <0 1 [ fs(X)=X—-1] Y=-1
0<X<1 0 LX) =X Y =X
1<X <2 I [ (X)=X+1] Y=X-1
2<X <3 2 | fo(X)=X+2| VY =X-2

Analisis de ecuaciones:
Se tomard la primera ecuacién para su analisis.

1. Y=X+3

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta:m = —4/B = 1, recta a 45 grados.
Ecuacion ordenada: X —Y +3 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =3 = P(0,3)
b) ConY =0; X = -3 = P»(—3,0)

Se puede complementar el andlisis general, tomando cualquier otra
ecuacion, por ejemplo.

5 Y =X -1

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.

Pendiente de la recta: m = —4/B = 1, recta a 45 grados.

Ecuacion ordenada: X —Y —1 =10

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

Si se observa las pendientes de las rectas que fueron analizadas alea-
toriamente, se puede comprobar que todas pertenecen a la misma familia
cuyo angulo de inclinacién es 45 grados.

Gréfica simultanea de ecuaciones:
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Figura 4.107

Generando la funciéon f(X)

En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

f(X)
A

\

Figura 4.108
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Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X)={X/X € Ry}

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y sea mayor o igual que cero y menor
que uno.

Rf(X) ={Y/[0 <Y < 1)}

(4.28) 9(X) = X +[[X]]

Rango sugerido de analisis [—3 y 3).

<X <n+1)

( Coilrgiecli‘frllfr? tes) [[X]] | Subfunciones | Ecuaciones
—3<X > -2 3 [ A(X)=X-3] Y=-3
—2< X < —1 2 [ H(X)=X-2] Y=-=2
—1<X<0 1 [ fs(X)=X—-1] Y=-1
0<X<1 0 (X)) =X Y =X
1<X <2 I [ fX)=X+1] Y=X+1
2<X <3 2 | fs(X)=X+2] Y =X+2

Anilisis de ecuaciones:
Se tomard la segunda ecuacién para su analisis.

2. Y=X-2

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —4/B = 1, recta a 45 grados.
Ecuacion ordenada: X —Y —2 =10

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y = -2= P,(0,-2)
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b) Con'Y =0; X =2 = P»(2,0)

Se puede complementar el andlisis general, tomando cualquier otra
ecuacion, por ejemplo.

6. VY =X+2

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/p = 1, recta a 45 grados.
Ecuacion ordenada: X —Y +2=10

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =2= P(0,2)
b) ConY =0; X = -2 = P5(—2,0)

Si se observa las pendientes de las rectas que fueron analizadas alea-
toriamente, se puede comprobar que todas pertenecen a la misma familia
cuyo angulo de inclinacién es 45 grados.

Grafica simultanea de ecuaciones:

LI R
ag(X) A//+A/,+ AR S i o
J

7 7

_\/ _\// {/ {/

Figura 4.109

Generando la funcién g(X)
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En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

g(X)

e

Figura 4.110

Dominio o campo de existencia de g(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Dg(X)={X/X € Ry}

Rango o ambito de g(X):

Conjunto de valores de Y tal que Y sea mayor o igual que n y menor
que n + 1, donde n es

un numero entero par.

Rg(X)={Y/In<Y <n+1)}
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(4.29)

f(X) = [[X +4]

Rango de anélisis [—4 y 3).

n <X < +1)

( Coﬁgii:),?lfr?tes) X +4 | [[X 4+ 4]] | Subfunciones | Ecuaciones

—4<X<-3 —41 0 0 f1(X) =0 Y =0
3<X<-2 [-3] 1 1 fo(X)=-3 Y =1
—2<X<-1 |[-2] 2 2 f3(X) =2 Y =2
—1<X <0 —1| 3 3 f1(X) = -1 Y =3
0<X<1 0 4 4 f(X)=0 Y =4
1<X <2 1 5 5 fo(X) =1 Y =5
2<X <3 2 6 6 fr(X) =2 Y =6

Analisis de ecuaciones:

Se tomara la primera ecuacién para su analisis.

1. Y=0
Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Ry , ecuacién

del eje X.

Ecuaciéon de la forma: Y = K es una recta horizontal.

6. Y =5

Grado de la ecuaciéon: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Ecuacién de la forma: Y = K es una recta horizontal.

Como se podra apreciar todas las ecuaciones restantes tienen la misma

estructura, por lo que pertenecen a la misma familia de rectas, es decir
Y = K de pendiente 0, rectas paralelas.

Grafica simultanea de ecuaciones:
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fX)
/

A
v

< <X <X < < < <
1

o r N W M O o

A

1

w

1
N

1

[
.
-
N+
w4+

Figura 4.111

Generando la funcién f(X)

En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

f(X)
A

Figura 4.112
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Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X)={X/X € Ry}

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros enteros

Rf(X)={Y/Y € Es}

(4.30) h(X) =X +1— [[X]]

Rango sugerido de andlisis [-3 y 3).

n <X <+1)

(Coflrzfi(zli':)/igﬁtes) [[X]] | X +1—[[X]] | Subfunciones | Ecuaciones
3<X<-2 | -3 X +4 RX)=X+4| Y=X+1
—2<X < -1 —2 X+3 HX)=X+3] Y =X+3
—1<X<0 —1 X +2 X)) =X+2] Y =X+2
0<X <1 0 X +1 X)) =X+1| v =X+1
1<X <2 1 X +0 fo(X) =X Y =X
2<X <3 2 X -1 X)) =X-1] vy=X-1

Analisis de ecuaciones:
Se tomara la tercera ecuacion para su analisis.

3. Y=X+2

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/B = 1, recta a 45 grados.
Ecuaciéon ordenada: X —Y +2 =0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =2= P(0,2)

b) ConY =0; X = -2 = P5(—2,0)
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Se puede complementar el andlisis general, tomando cualquier otra
ecuacion, por ejemplo.

6. Y=X-1

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/B = 1, recta a 45 grados.
Ecuacion ordenada: X —Y —1=0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =—-1= P;(0,—1)
b) ConY =0; X =1 = P(1,0)

Si se observa las pendientes de las rectas que fueron analizadas alea-
toriamente, se puede comprobar que todas pertenecen a la misma familia
cuyo angulo de inclinacién es 45 grados.

Grafica simultanea de ecuaciones:

M
I N

7
heo ot F

[
N 4+
w-_

Figura 4.113
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Generando la funcién h(X)
En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

h(X)

SN

1
w
1
N
1
—
L.
o
I\)_
w_

Y
Figura 4.114

Dominio o campo de existencia de h(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Dh(X) = {X/X € Ry}

Rango o ambito de h(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y sea mayor o igual que uno y menor
que 2.

Rh(X) = {Y/[1<Y <2)}

(4.31) f(X) =4X - [[X]]
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n <X < +1)

( C()E:;E;Zifstes) [[X]] | 4X —[[X]] | Subfunciones | Ecuaciones
—3<X <2 3 | 4X+3 [ f(X)=4X+3 | Y =4X +3
—2<X <1 2 | 4X+2 [ f(X)=4X +2 Y =4X +2
—1<X<0 —1 | 4X+1 f(X)=4+1 | Y =4X + 1
0<X<1 0 4X f5(X) = 4X Y =4X
1<X <2 1 AX =1 | fes(X)=4X 1| Y =4X -1
2<X <3 2 4X -2 [ fr(X)=4X -2V =4X -2

Rango sugerido de anélisis [—3 y 3).

Andlisis de ecuaciones:

Se tomara la segunda ecuacion para su analisis.

2. Y =4X+2

Grado de la ecuacion: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Pendiente de la recta: m = —4/p =4
Ecuacion ordenada: 4X —Y +2 =10
Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =2 = P(0,2)

b) Con'Y =0; X = —1/2 = P»(—1/2,0)

Se puede complementar el andlisis general, tomando cualquier otra

ecuacion, por ejemplo.

5. Y =4X -1

Grado de la ecuacion: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Pendiente de la recta: m = —4/p =4

Ecuacién ordenada: 4.X —

Y—-1=0

Cortes o intersecciones con los ejes coordenados:

a) Con X =0; Y =—-1= P(0,-1)

b) Con Y =0; X =1Y1—= P5(1/4,0)

Si se observa las pendientes de las rectas que fueron analizadas aleato-
riamente, se puede comprobar que todas pertenecen a la misma familia.
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Gréafica simultanea de ecuaciones:

Y:4X+3
Y: X.2

f(X)

Figura 4.115

Generando la funcién f(X)
En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

Figura 4.116
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En base a los condicionantes de cada sub-funcién se tendra que:

Dominio o campo de existencia de f(X):

Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los niimeros reales.

Df(X)={X/X € Ry}

Rango o ambito de f(X):
Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de
los niimeros reales.

Rf(X)={Y/Y € Ry}

(4.32) 9(X) = [[X7)]

Rango sugerido de anélisis [—2 y 2).

n <X < +1)
( COE:;S;ZE?S tes) X | [[X?]] | Subfunciones | Ecuaciones
—V5<X<-2 | =2 4 fo(X) =4 Y =4
—2<X<—-V3 [-V3] 3 f3(X) =3 Y =3
—V3< X< V2 | V2| 2 f1(X) =2 Y =2
—V2<X<-1 | -1 1 f(X) =1 Y =1
—1<X<1 0 0 f6(X)=0 Y =0
1<X <2 1 1 fr(X) =1 Y =1
V2<X <3 [ V2| 2 fs(X) =2 Y=2
V3<X <2 V3 3 fo(X) =3 Y =3
2<X <5 2 4 fio(X) =4 Y =4

Analisis de ecuaciones:
Se tomara la tercera ecuacion para su analisis.

1. Y=2

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Ry , ecuacion
del eje X.

Ecuacién de la forma: Y = K es una recta horizontal.
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9. Y =4

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.

Ecuacion de la forma: Y = K es una recta horizontal.

Como se podré apreciar todas las ecuaciones restantes tienen la misma
estructura, por lo que pertenecen a la misma familia de rectas, es decir
Y = K de pendiente '(0), rectas paralelas.

Gréfica simultanea de ecuaciones:

g(X)
A
- » Y =4
- - Y=3
- > Y =2
- - Y=1
. 1 1 1 1 1 1 1 1l N 1 o Y:O
FZ 9 ER
-2 -1 1 1 2
A

Figura 4.117

Generando la funcién g(X), en base a los condicionantes de cada sub-
funcién se tendra que:

g(X)
|

o—-0 - o0
oo

Figura 4.118
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Dominio o campo de existencia de g(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Dg(X) = {X/X € Ry}

Rango o ambito de g(X):

Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece al conjunto infinito de

los ntimeros enteros positivos

incluido el cero.

Rg(X) ={Y/Y € Es(+),incluido X = 0}

(4.33) F(X) = [[2X]]
Intervalos Int.eI.‘VHIOS X | 2X | [[2X]] | Subfunciones | Ecuaciones
(Condicionantes)

2<w<—1| —1<22<-05 | -1 | 2] =2 | fA(X)=-2 Y =2
—1 < 22<0 —0,5 < 22<0 — 1] -1 | f(X)=-1 Y =1

0 <2z<1 0 < 22<0,5 010 0 f1(X)=0 Y =
1<22<2 0,5 <2<l o |1 1 f(X) =1 Y =

—2 < 2x<3 1<2z<1,5 1|2 2 f5(X) =2 Y =2

3 < 2r<4 1,5 < 2r<2 302 | 3 3 fo(X) =3 Y =

4 <2r<5 2 <21<25 2 | 4 4 fr(X) =14 Y =4

Analisis de ecuaciones:

Se tomard la primera ecuacién para su analisis.

1. Y ==-2
Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Ry
Ecuacion de la forma:Y = K es una recta horizontal.
Analizando la séptima ecuacién.

7. Y =4

Grado de la ecuaciéon: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en R,.
Ecuacién de la forma: Y = K es una recta horizontal.

Como se podra apreciar todas las ecuaciones restantes tienen

estructura, por lo que pertenecen a la misma familia de rectas
Y = K de pendiente 0, es decir rectas paralelas.

la misma
, es decir
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Gréafica simultanea de ecuaciones:

f(X)

A
- = Y=4
- > Y=3
- > Y=2
- » Y=1
el 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . Y=o

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

- > Y=-1
- > Y =-2

\

Figura 4.119

Generando la funciéon f(X), en base a los condicionantes de cada sub-
funcién se tendra que:

f(X)

A
il o0
1 —o
1 o—o0
1 oo

2 1 1 2

o—0
—

Figura 4.120

Dominio o campo de existencia de f(X):
Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X)={X/X € Ry}
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Rango o dmbito de f(X): Conjunto de valores de Y tal que Y pertenece
al conjunto infinito de los niimeros enteros.

Rf(X)={Y/Y € Es}

4.4. Funcidn signo “X7.

4.4.1. Definicion

La funcién signo de “X 7, es un tipo tnico de funcién compuesta, la cual
esta constituida por tres “sub-funciones” de “X”, cada uno de estos ele-
mentos constitutivos de la funcién principal a su vez, como es caracteristico
de una funciéon compuesta, estara acompanado de un determinado “con-
dicionante o condicionamiento” de tal manera que al concluir el analisis,
cada una de las “sub-funciones” aportara a la generacion de una funcién
en Rs.

Se denota como:

f(X) = sgn(X)

Su definicién es como sigue:

1 si X>0
sgn(X) =40 si X =0
-1 s1 X <0

El andlisis de su dominio, rango y su grafica es la siguiente.
Funcion definida:

1 st X>0
sgn(X) =<0 si X =0
-1 si X <0
Sub-funciones: Ecuaciones:
1. fi(X) =1 1.Y=1
2. fo(X)=0 2.Y =0
3. f3(X)=-1 3.V =-1

Analisis de ecuaciones:

1. Y=1
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Grado de la ecuacién: primer grado.
Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Ecuacion de la forma: Y = K es una recta horizontal.

2. Y=0 si X=0
Coordenadas rectangulares de un punto.

P(0,0)

3. Y=-1

Grado de la ecuacion: primer grado.

Representa: al no existir términos cruzados, una recta en Rs.
Ecuacion de la forma: Y=K es una recta horizontal.

Graéfica simultanea de ecuaciones:

£(X)

Y=1
P(0,0)

Y=-1

Figura 4.121

Generando la funcién f(X), en base a los condicionantes de cada sub-
funcién se tendra que:

f(X)

Figura 4.122
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4.5. Funcién composiciéon de “X7”

4.5.1. Definicion

Sean f y g dos funciones reales y de variable real, definidas en sus
respectivos dominios, se denomina funcién composicién de las funciones f
y g a la funcién denotada por f o g (f composicién de g) y se define por
(f o g(x) = flg(z)]

El segundo miembro de la ecuacién anterior f[g(z)] implica que f serd
evaluada eng(z), lo que resulta en términos sencillos que, en cada una
de las variables X de la primera funciéon debera sustituirse el valor de la
funcién 8.

Graficamente, se podria representar de la siguiente manera:

Figura 4.123

Entonces el dominio de la funcion f , g estara constituido como sigue:

D(f o 9) ={X/X € Dg(x) ng(x) € Df(x)}

4.5.2. Propiedades de la funcién composicién

1. La funcién composicién cumple la propiedad asociativa: h, (g, f) =

(hog)olf

2. La funcién composicién no es conmutativa: (g , f) # (f o 9)
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3. Tiene elemento neutro que es la funcién identidad I(z) =z : (I, g) =
(9ol)=y

4. La composicion de una funcién con su inversa nos da la funcién
identidad, es decir, existe elemento simétrico, el cual es la funcién
inversa:

(fo fO@) =0 Nz)=1() =2

Dadas dos funciones cualquiera f y ¢ siempre se podra obtener a partir
de ellas las siguientes funciones composicion:

L (fo9)(x)
2. (90 x)
3. (f o Nlz)
4. (90 9)(2)

Por ejemplo, sean las funciones f(z) =3X 4+ 2y g(x) = X — 4 deter-
minar las cuatro funciones composicién que se pueden generar a partir de
ellas, y que fueron indicadas anteriormente.

L (f o 9)()
(fo9)(@) = flg(x)] =3(X —4) +2=3X —12+2=3X — 10
(f o g)(z) =3X —10
2. (90 f)(z)
(90 H)=glf(x)] =(B3X +2) —4=3X +2—-4=3X -2
[(g 0 f)(z) =3X —2]
3. (f o (=)
(f o ()= flf(2)] =3BX+2)+2=9X+6+2=9X +8
(f o f)(x) =9X +38

4. (g9 0 9)(x)
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(909)(7)=glg(x)] = (X —4)—4d=X-4-4=X -8
(909)(z)=X~-8

PROBLEMAS DE APLICACION

Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

(434) @of) (), ¢ 0f) (), (g 0g) (x), para:

f(X)=3X+2

(X +3)
a( )—2x+1

L (fo9)(x)

X +3 X+3,, . 3X+9

(Fog)(w) = Flo@)] = Fly ) = 3G +2= 55y +2

3X4+9+4X+2  7X 411
2X +1 22X 41

_TX 411
(fo0)@) =5

2. (g o f)(x)

(0 ) =10 = 60X+ = g S = T = s

3X+5
6X 4+ 5

(9o f)(x) =

3. (f o f)(x)
(f o @)= f[f(2)] = fI3X +2] =3(BX +2)+2=9X+6+2=9X +8

(f o f)(x) =9X +38

4. (g9 0 9)(x)
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X+3

Gxii) ?
(90 9)(x) = gly(@)] = gl**foxn] = =% -
2 1

Ox) T

X+346X+3 X+3+6X+3

B 2X +1 - 2X +1 _
<2x+6)+ T2X+6+2X+1

2X +1 2X +1
X +6

2X +1 _ 71X +6
CAX 4T 4X T
2X +1

7X +6

(909)(x)= AX 7

Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

(4.35) (g of) (%), (f of) (x), (g og) (x), para:
FX) =
3X +1
9@ = 5
L (f o 9)(x)
(F 0 9)(a) = flo()] = Flogis] = —gxog— =
Ox—) !
2
T I2X+4-2X+2
2X —2
24X 42X -2
- 10X +6  10X+6 5X+3
2X — 2
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2. (g0 f)(x)
2
3( )+1
(90 D) = glf @) = gl = — 55— =
2x =1~
6 6+4X —1
x =) AX — 1
B 4 T 4-8X+2
(x 1)~ 4X —1
AX +5
X —1  AX+5
T 8X+6  —8X +6
IX —1
(9o f)(z) = _4;;:56
3. (fo f)(a:)
(f o D(@) = fIf(@)] = ffax1] = 4(/){2)_1 _
_ 2 _ 2 B
(8/4X,1) -1 8—4X+1/4X71 -
28X =2
T —4AX 49 44X 49
AX -1
8X — 2
(.7(.0]0)(33)T_+_9
4. (g0 9)(z)
(570 9)(@) = olo(@)] = gl =
_ (;’%f;ﬂ :(3§t3)+1_
Q(Z)XJ—F;)_Q (ngz)_Q
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9X +3+2X -2 11z +1

_ 2X -2 _2X -2
66X +2—-4X+4  2X+6

2X -2 2X -2

11X +1
2X +6

11X 4+ 1
2X +6

(909)(x) =

Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

(436) (g of) (%), (f o) (), (g 08) (x), para:

f(z) = 2?
g(x) =X +3
L (f o 9)(x)

(f o 9)(2) = flg(x)] = FIX +3] = (X +3) = X* +6X +9
(f 0o 9)(x)X*+6X +9
2. (90 f)(=)
(90 N)(@) = glf(x)] = g[X?] = X* +3
(9o f)(x)=X*+3
3. (f o )(z)

Anélisis de funciones especiales



218 CAPITULO 4. ANALISIS DE FUNCIONES ESPECIALES

4. (90 9)(x)
(909)(x)=glg(x)] =g[X +3]=(X+3)+3=X+6
(9o9)(x) =X+6

Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

(4.37) (g of) (x), para:

f(X)=X2—3X+2

9(X) =Xx?

1 (f o9)(x)

(f o 9)(2) = flg(x)] = fIX?] = (X?)? = 3(X*) +2=X"—3X"+2
(fo9)(z) = X*—3X*+2

2. (90 f)(x)

(90 (@) = glf(2)] = g[X* = 3X +2] = (X* - 3X +2)°

(9o f)(z) = (X*—-3X +2)*

Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

€5 (g of) (x), para:
f(X) =senX
g(X)=X2-2

L (fo9)(x)

(f 0 9)(@) = flg(@)] = fIX* - 2] = sen(X* — 2)
(f 0 9)(®) = sen(X* —2)
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2. (90 f)(x)

(90 f)(x) = glf(x)] = g[senX] = (senX)?* — 2
(g o f)(x) =sen?*X —2

Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

(4.39) (g of) (x), para:
F(X) = 4))((;13
g(X)=vX
L (fo9)(x)
VX -1
(f 0 9)(z) = flg(2)] = fFIVX] = XT3
VX -1
(‘f"g)(w):4\/f+3
2. (9o f)(x)
(90 D) = glf(@)] = gX — 10X + 3] = [ 271
X -1
9.0@ =\ 1%+ 3
(4.40) Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

(g of) (x), para:

f(X) =sen’X

g(X) = cotg?2X
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L (fo9)()
(f o 9)(x) = flg(2)] = fleotg?2X] = sen®(cotg2X)
(f o 9)(x) = sen?(cotg?2X)
2. (90 (=)
(90 F)(x) = glf(x)] = g[sen®X] = cotg®(2sen’ X))
(g o f)(x) = cotg®(2sen®X)

Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

(4.41) (g of) (x), para:
f(X)=X?+4
9(X) =e”
L (fo9)(x)
(f o 9)(@) = flg(2)] = fle"] = () +4
(f 0 9)(x) = (e")* +4
2. (90 f)(x)
(90 /() = glf(2)) = g[X* + 4] = e X* + 4)
(g o f)(x) = e X? 4 4)
(4.42) ]();(Za?)d{);) fl;r;cri;nes f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),
Fox) =)
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L (f 09)(x)
2vX +4-3
(fog)(flf)Zf[g(x)]Zf[vX+4]:m
2/XTi-3
(fog)(w)_\/m_'_él

2. (g o f)(x)

(970 D) = g7 @) = gl ) = /¥ xa) + 4 =

_\/2X—3+4X+16_\/6X+13

X +4 X +4
6X + 13
(gof)(m)_ X—|—4

Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

(4.43) (g of) (x), para:

X—-2 s1 X<O0
f(X):{X2 si X >0
g(X) = vAX ¥ 5X3
L (fo9)(x)
Para: X <0
4X +5 4X +5
(70 = fla) = 1| 50 = (Pr?) -2
C4X +5-2X%  —2XP 44X +5
_ - _ =
—2X34+4X +5
(fog)(z)= X
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Para: X >0
(70 = sl = 1| 5] = () =
(AX +5)>  16X% + 40X + 25
(x%)2 X6
(f o g)@) = e T
2. (90 f)(x)
Para: X <0
(90 F)() = glf(@)] = g[X —2] = W _
CAX 845 AX 3
T (X -2 X®-6X2+12X -8
4X — 3
@0 @ = ex2 12X — 8
Para: X >0
_ )] = 2] _ 4X%+5 _
(9. ) = g1 (o)] = g1 =
_4X?+5
-
(90 ) ="

Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

e (g of) (x), para:
—3X —2
TO="%71

g(X)=6X2+1
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L (f o9)(x)

(0 o)) = Tl = flox° 1] = ~H0X 1) 2

~18X2-3-2  —18X% -5

6X2+1+1  6X2+2
(fog)(ﬂv)=_;;)2(1_25
2. (90 f)(x)
0 1) = ol = 5| 577 =6 ET2) -

L (9XP+ 12X +4
N X242X +1

= (54X2+72X+24X2+2X+1>+1=

CBAXZHT2X 424+ X2 42X 41
N X242X +1 N

55X+ 74X 425
O X2492X 41

55X2 4+ 74X + 25

(9o f)(x)= X1 2x 1

Dadas dos funciones f(z) y g(z), definidas por

(4.45) FX)=10X -4y  g(X)=2X —k

Hallar el valor de k para que se cumpla la siguiente igualdad

(f o 9)(@) = (90 f)(2)
L (fo9)(x)
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(f o 9)(@) = flg(x)] = f2X — k] = 102X — k) — 4
— 20X — 10k — 4
(f 0 9)(x) = 20X — 10k — 4
2. (90 )(x)
(9 o /(@) =g[f(x)] = g[10X — 4] =2(10X —4) — k =
— 20X —8—k
(9o f)(x) =20X —8—k

De esta manera:

(f o 9)(@) = (90 f)(z)
20X — 10k — 4 =20X —8 — k

20X —20X —10k+k—-4+8=0

—9k+4=0
4
k=—
9

Dadas dos funciones f(z) y g(z), definidas por

)
(4.46) FX)=X241 y gX)=X+k

Hallar el valor de k para que se cumpla la siguiente igualdad
(fo9)@)=1(90 f)(x),paraX =1

1 (f o 9)(=)
(f o 9)(@) = flg(x)] = FIX + k] = (X + k)’ + 1 =
= X? 4 2kX + k> 41
(f 0 9)(®) = X* +2kX +k*+1

2. (9o f)(x)
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(90 ) =glf(x)] =g[X*+1] = (X’ +1)+ k=
=X’ +1+k
(gof)x)=X*+1+k

De esta manera:

(fog)()=1(g90 f)(z)
X2 4 2%k X+ +1=X>+1+k

X2 - X2 42kX+k2+1—-1—-k=0

kK2 —k+2kX =0

Como X = 1:
K —k+2k=0
K +k=0
De donde:
k=0 y k=-1
(4.47) Dadas dos funciones f(x) y g(x),determinar (f o g) (x),

(g of) (x), para:

F(X) =%
g(X)=X+6
L (.fog)(m)
(f 0 9)(@) = flg(x)] = FIX +6] = <X§6>
X7 +12X +36
B 5
(f o 9)(x) = X +1§X+36
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2. (90 f)(z)
(@090 D) = glalf@)] = gloCe)) = ol ) + 6] =
— (‘X:) +6+6=
SRS

X2
(gogof)(w)=?+12

Dadas dos funciones f(x) y g(x), calcular el valor de X

(4.48) si(f og) (x) =2, para:

f(X)=X-3
g(X)=X2+X -1

X2+ X —1]=2
(X?+X—-1)-3=2
XP+ X —4=2
X*+X-6=0
(X+3)(X—-2)=0
De donde:

X=-3 y X=2
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Dadas dos funciones f(x) y g(x), calcular (f o g) (x) ,
hallar su dominio para:

(4.49)

f(X)=3X*—6
9(X)=vX -2
L (f o 9)(=)
(f o 9)(x) = flg(x)] = fFIVX - 2] =3(VX —2)" — 6
=3(X—-2)°-6=
=3(X?>—4X +4) -6 =
=3X?—12X +12—-6=
—3X2 12X +6
(f o 9)(x) =3X*—12X +6
2. Determinar el dominio de (f , g)(z)
Analizando el dominio de f(z):
f(X)=3X"-6

Dominio o campo de existencia de f(X): Como la expresién polinémica
carece de restricciones se puede establecer que, su dominio o campo de
existencia queda definido como.

Conjunto de valores de X tal que X pertenece al conjunto infinito de
los ntimeros reales.

Df(X)={X/X € Ry}

Analizando el dominio de g(X):

b. Radical par de una expresién de la forma /a
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Restriccion: el radicando no puede ser negativo, es decir, debe existir
raiz real.
Anélisis: a > 0

X >2
Expresandolo graficamente se tendra:

+00

0 2

Figura 4.124

El dominio de la funcién queda definido como sigue:
Dg(X) = {X/X > 2}

Al generar la interseccion de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

D(f o g)(x) ={X/X > 2}

Dadas dos funciones f(x) y g(x), calcular (f o g) (x) ,

(4.50) hallar su dominio para:
X =
9(X)=vX +4
L (f 09)(x)
B B (WX 442 +2
(fog)(x>_f[g(‘r)]_f[ X+4]_( X+4)2_4—
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X +4+2
X +4+4—4
X +6
X
X +6

(f o 9)(x) = X

2. (9o f)(x)

Analizando el dominio de f(z):
f(X)=X*+2X*—4

. ) a
Cociente de dos expresiones de la forma —

Restriccion: posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.

Analisis: b # 0
X2 440
X#2 y X #-2

Expresandolo graficamente se tendra:

- ) ) -
N \

Figura 4.125

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Df(X)={X/X € Ry, excepto X =2 y X =-2}
Analizando el dominio de g(X):
g(X)=vX+4

Radical par de una expresion de la forma /a

Restriccion: el radicando no puede ser negativo, es decir, debe existir

raiz real.
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Analisis: a > 0
X+4+4>0
X >4

Expresandolo graficamente se tendra:

.«

-4 0

+00

Figura 4.126

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Dg(X)=X/X > -4

Al generar la interseccién de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

+00

st )
_/

o | |

-4 -2 0

Figura 4.127

)
U
|
1
2

D(fo,g9)(x)=X/X > —4, excepto X =2 y X = -2

Dadas dos funciones f(z) y g(z), calcular (f o g)(z) ,

B hallar su dominio para:
X —2
X) =
) =
X +2
X)=—7-—
9(X)=-—+—,
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L (f o9)(x)
[ X+2]_2
R e R
[X_JH
VX 122X +8
_ X _14 B
VX 243X 12
X4

VX +2-2X+8
VX +2+3X — 12

vVX+2-2X+8
vVX+24+3X —12

2. Determinar el dominio de (g , f)(x)

(f o 9)(x) =

Analizando el dominio de f(x):

X -2

f(X):XijL3

Cociente de dos expresiones de la forma %
Restriccion: posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.
Analisis: b # 0

X+3#0
X # -3
Expresandolo graficamente se tendra:

+00

-00 ~
-/

-3 0

Figura 4.128

El dominio de la funcién queda definido como sigue:
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Df(X)={X/X € Ry, excepto X = —3}
Analizando el dominio de g(X):

vX+2
X -4

Cociente de dos expresiones de la forma @

Restriccion: el radicando del numerador no puede ser negativo, es de-
cir, debe existir raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacién
matematica.

Analisis:a >0 y b#0

9(X) =

X+2>0
X > -2
X—440
X #4

Expresandolo graficamente se tendra:

- o % -
-2 0 4

Figura 4.129

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Dg(X)=X/X>-2 y X #4

Al generar la interseccién de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

Ree ) et
@),
) .
\_/
+00
- | ‘ | | -
I I I
-3 -2 0 4

Figura 4.130

D(f,g9)(x)={X/X > —2, excepto X =4}
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4.6. Funcion Inversa

4.6.1. Definicion

Se denomina funcién inversa o también funcién reciproca de una funcion
f(z) a otra funcién denotada por f~1(x), de tal manera que deberd siempre
verificarse la siguiente condicién:

Si f(a) = b, entonces f~1(b) =a

Dom f(x) Im f(x)

Dos condiciones que se desprenden inmediatamente de lo expuesto an-
teriormente se pueden expresar de la siguiente manera:

(f o Nla) =2
(fo f)(@)=2

4.6.2. Propiedades

a. La inversa de la composicion de dos funciones
(fog)H(z) =g(x)" o f(2)™
Obsérvese la inversion en el orden del segundo miembro de la ecuacion.

b. La inversa de la inversa de una funcion equivale a la funcion, es decir:
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006
006

Figura 4.131

4.6.3. Pasos para obtener una funcién inversa

a. Se despeja la variable independiente X

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa.

c. La funciéon obtenida corresponde a la funcion buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

4.6.4. La grafica de una funcién inversa

“En un sistema de coordenadas cartesianas se han representado las
curvas de algunas raices, asi como de sus potencias, en el intervalo [0, 1].
La diagonal, de la ecuacién Y = X, es eje de simetria entre cada curva y
la curva de su inversa”!

Thttps://goo.gl/AgqVCZ
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0 e}

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Figura 4.132

Figura 4.133
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PROBLEMAS DE APLICACION.

Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

452 ) e

f(X) = 35?4?42

a. Se despeja la variable independiente X.

C3X -2
X 44

V(X +4)=3X -2

XY +4Y =3X -2
XY —3X = —4Y -2

X(Y —3)=—4Y —2

_ —4Y —2
Y -3
b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa.
_ —4X -2
- X -3
c. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa.
—4X -2
—1
X)=——
1) =
Comprobando resultados por ejemplo para X = 2
3X -2
X) =
(X) X+4
3(2) =2
2) =
/@) (2) +4
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f(2) =46 =23

0 = S
Fs) = e =2

(%) =3

e = 2

(%3 =3

(=8 -0)
171¢h) = 72
3

—14

F s = =
B

£ = 5 =2
ICORS:

Se verifica que:

Si f(a) = b, entonces f~'(b) = a

Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(4.53) fHX) para
f(X) = 4))((—'__23

a. Se despeja la variable independiente X

X +2
o 4X -3

Y(4X —3) = X +2
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AXY —3Y = X +2
AXY — X =3Y 42
X(4Y — 1) =3Y +2

_3Y 42
4y —1

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

33X 42
C4X —1

c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

FU(X)BX +24X —1

Comprobando resultados por ejemplo para X =1

X+2
=%
142
)=
fy=7=3
:3X+2

9+2 11
-1 :7:—:1
f ) 12—-1 11

73 =1
Se verifica que:

Sif(a) = b, entonces f~'(b) =a
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Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(4549 (5% para

fFX)=vVX+2
a. Se despeja la variable independiente X
Y=vVX+2
V= (VX +2)°
Vi=X+2
X=Y*-2

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

Y =2>-2

c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funciéon original.

FUX)=X3 -2

Comprobando resultados por ejemplo para X = 6
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Se verifica que:

Si f(a) = b, entonces f'(b) =a

Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(4.55) f~YX) para

fF(X)=X2+2

a. Se despeja la variable independiente X
Y =X?+2
X=VY -2

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

y - VX -2

c. La funcién obtenida corresponde a la funcién buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

FHX) = VE 2
Comprobando resultados para X > 2 por ejemplo para X = 3
f(X)=X2+2

F@3)=(3)?+2
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fan) =3

Se verifica que:

Si f(a) = b, entonces f~'(b) = a

Graficando se tiene:

f(x):X2+2 ,",u,

Figura 4.134
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(4.56) Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa
' Y X) para

f(X) =2%"72
a. Se despeja la variable independiente X
y — ga—2
logY = log2X 2
logY = (X — 2)log2
logY = Xlog2 — 2log2
Xlog2 = logY + 2log2

_ logY + 2log2
B log?2

¥ logY  2log?2
log?2 log?2

_ logY
~ log2

+2
b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y

viceversa

v — logX
log?2

c. La funcion obtenida corresponde a la funcion buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

logX
FX) =2 2
log2

Comprobando resultados por ejemplo para X=4
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fa) =2+
f4) =22
f(4) =4
_ ~logX
ST =g 12
gy oot
)= log?2
fH4)=2+2

f71(4) =4, Se verifica que :

Si f(a) = b, entonces f~1(b) =a

-1
f (X)=(logX/log2)+2

Figura 4.135
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Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(457) (1% para

f(X)=InyX —3

a. Se despeja la variable independiente X

Y =invX -3
e¥ = nvX=3
eV =vVX -3
(e)=X-3
e =X -3
X =43

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

X =e*Y+3
Y =X +3

c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

FHX)=e"+3
Comprobando resultados para X > 3 por ejemplo para X =4
f(X)=InvX -3
f(4) =Inv4a-3
F(4) = InV1
f4)=0
FHU(X)=e**+3
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J7H0) = +3

F710) =€ +3

fH0)=¢e"+3

F7H0)=¢"+3

fH0)=1+3
fH0)=4

Se verifica que:
Si f(a) = b, entonces f'(b) =a

Graficando se tiene:

o
/£ (x) =2

N

2 4 X=Y

f(X) = In\/X-3'

Figura 4.136
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(4.58) Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa
' Y X) para

f(X) =sen5X
a. Se despeja la variable independiente X

Y = senbX

arc sen(Y) = senb X

Y
§ _ arc sen
5
b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y

viceversa
arc senY
5)

arc senX
5

X =

Y —

c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la

inversa de la funcién original.

arc senX

Fon) =
Comprobando resultados por ejemplo para X =1
f(X) = senbX

f(1) = senb(1)

f(1) = senb
£(1) = 0,0871
X
1) = arc sen
0,087)1
~1(0 0871) — arc sen (0,
£ (0.0871) -
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1
£71(0,0871) = I

f710,0871) = 1
Se verifica que:

Si f(a) = b, entonces f~'(b) =a

Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(4.59) fHX) para

f(X)=+v4X — 3
a. Se despeja la variable independiente X

y =YX =3

Y3 = (VX -3)?°
VP =4X -3
3
X=Y+<
* 4
b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

X3+3

Y = +

4

c. La funciéon obtenida corresponde a la funcién buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

X343
4

X)) =
Comprobando resultados por ejemplo para X =1

F(X) = ViX —3
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£(1) = ¥1=3

fy =1
o =X
o =12
=G =1

Se verifica que:

Si f(a) = b, entonces f~'(b) =a

Graficando se tiene:
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f1(X) = (X°+3) /4

fX)=\ax3"

A

Figura 4.137

Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(460) 1% para

f(X) = arc cos(X — 6)
a. Se despeja la variable independiente X
Y = arc cos(X — 6)

cosY =X —6
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X =cosY +6

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

Y =cos X +6

c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

fl=cos X+6
Comprobando resultados por ejemplo para X = 6
f(X) = arc cos(X — 6)
f(6) = arc cos(6 — 6)
f(6) = arc cos(0)

£(6) = 90°

fHX) = cosX +6
£71(90°) = c0s90° + 6
F7190°) =0+6
F7(90°) = 6
Se verifica que:

Si f(a) = b, entonces f~'(b) =a

Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(i) f~YX) para

F(X) =X +4]
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a. Se despeja la variable independiente X

X+4 si X+4>0
(X +4] = .
—(X+4) si X+4<0

Por lo que la funcién sera:

X+4 si X+4>0

X +4| = _
X -4 si X+4<0

Entonces se tendra:

X +4
X f—
Es decir:
Y=X+14
Y=-X—-14

b. Se despeja la variable independiente X

X=Y -1
X=-Y -4

c. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa
Y=X-4
Y=-X—-4

d. La funcién obtenida corresponde a la funcién buscada, es decir la
inversa de la funcién original

X—-4 si X>—-4

—1 o
f(X%{—X—4siX<—4

Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(4.62) f~HX) para

f(X) = X2 - 16|
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a. Aplicando la definicion de tiene:

X?—-16 si X?*—-16>0
X%~ 16| = e
—(X*—-16) si X?—-16<0

Anilisis de condicionantes:

a. X2 —16>0
X% >16
Resolviendo
X>4 y X< 4
(00 +Q0
|
|
-4 0 4
Figura 4.138
b. X2 —16<0
X% <16
Resolviendo
X<4 y X>-4
oo
: ~+0
INTERSECCION DE CONJUNTOS
- ') | ) -
/ | /
-4 0 4

Figura 4.139

Funcién definida:

X?2—16 si X >4 X <-4
X2 16| = R
—X?2416 si (—4< X <4)
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Entonces se tendra:

X% —-16
X) =
f(X) {—X2—|—16
Es decir:
Y = X?—-16
Y =-X?+16

b. Se despeja la variable independiente X.

X=vY +16
X =v16-Y

c. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

Y=vX+16
Y =y16—-X

d. La funcién obtenida corresponde a la funcién buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

F(x) = VXF16 si X>4 y X<—4
V=X si (—4< X <4)

Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(463 )
3X — 2
FX)=5% +7

a. Se despeja la variable independiente X
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33X -2
C2X 47

Y(2X +7) =3X —2

2XY +7Y =3X — 2

2XY —3X = —7Y —2
X(2Y —3) = -7y —2
X = (=7Y —2)/(2y —3)

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

Y =-7X-22X -3

c. La funcion obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

(X)) =-7TX — 22X -3

Comprobando resultados por ejemplo para X = 2

0= 3357
o) =
f@) =
fX) = _22?—_32
PRTER N
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28,

Se verifica que:

Si f(a) = b, entonces f~'(b) =a

Dada la funcién f(X), calcular la funciéon inversa

L5 f~YX) para

FX) = %53

a. Se despeja la variable independiente X

Y3 X +2)=X -2

XY?24+2Y2=X -2
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XY? - X =-92Y?-2
—XY?24+ X =2Y2+2

X(=Y?+1)=2Y?+2

27 +2
X = 7+2
1-Y
2(Y? + 1
X = (77;)
1-Y
b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente YV y
viceversa
2(X*+1
Y = (743)
1-X

c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

2(X* +1)

f_l(X) = 1 — X2

Dadas las funciones f(X) = %2 y g¢(X)=10X +a

(4.65) calcular el valor de a para que se cumpla la siguiente
igualdad f~(—2) = ¢g=*(0)

F(x)=%X33

a. Se despeja la variable independiente X

X —
y=222
4
4V =X -3
X =4Y +3

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa
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Y =4X+3

c. La funciéon obtenida corresponde a la funcién buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

fHX)=4X+3

g(X)=10X +a

a. Se despeja la variable independiente X

Y =10X+a
v Y —a
10
b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa
v _ X —a
10

c. La funcion obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

f(=2)=4X +3

fH(=2)=-5
g7 (0) = X5
—1 o (0) —a
g (0) 10
97'(0) = %g

Anélisis de funciones especiales



258 CAPITULO 4. ANALISIS DE FUNCIONES ESPECIALES

f1(=2)=g7'(0)

—5(10) = —a

5(10) = a

Dadas las funciones f(X) = MQ_—l y g(X) =

(4.66) X*Zﬁa calcular el valor de a para que se cumpla la si-
guiente igualdad f~1(2) = g71(1)

Fx) =241

a. Se despeja la variable independiente X

Y:2X—1
2

2Y =2X -1

X:2Y—i—1
2

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

C2X 41

Y
2

c. La funcion obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

C2X +1
2

f—l

g(x)=%X @
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a. Se despeja la variable independiente X
X —-a
4
X =4Y +a

Y =

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

Y =4X +a

c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

g HX)=4X +a

f_%®::2@2+1
Fre =t
@)=

g '(1)=4X +a

g (1) =4+a
f71(2)=971(2)
—=44a
a:§—4
2
,_5—8
2
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Dadas las funciones f(X) =10X—-2 y ¢(X)=5X+1
(4.67)  calcular el valor de a para que se cumpla la siguiente
igualdad f~1(X) =g (2)

f(X)=10X —2

a. Se despeja la variable independiente X

Y =10X -2
Y +2=10X
Y +2
X = Y+
10
b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa
X +2
Y — At2
10

c. La funcién obtenida corresponde a la funcién buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

X 42

) = S

g(X)=5X+1
a. Se despeja la variable independiente X

Y =5X+1

X = Y-1
5
b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y

viceversa
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c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la

inversa de la funcién original.

=2 = 1
FHX) =g7(2)
g7 (2) =25
)=
o) = B
97'(2) = ;

X)) =97'2)

X+2 1
10 5
5(X +2) = 10
5X +10 = 10
X =0

(4.68)
igualdad f=(9) = ¢~ '(X)

Dadas las funciones f(X) = X2—16 y g¢(X)=X+4
calcular el valor de a para que se cumpla la siguiente

F(X)= X216

Anélisis de funciones especiales



262

CAPITULO 4. ANALISIS DE FUNCIONES ESPECIALES

. Se despeja la variable independiente X

Y = X? - 16
X=vY +16

. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y

viceversa

Y=vX+16

. La funcién obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la

inversa de la funcién original.

FUX) = VX 16

9(X) =X +4

a. Se despeja la variable independiente X

Y=X+4

X=Y-14

. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y

viceversa

Y=X-4

. La funcién obtenida corresponde a la funcién buscada, es decir la

inversa de la funcion original.

gIX)=X—-4

“1(9) =g (X)
-1(9) = VX 16
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9 =5y -5

Demostrar que la funcién reciproca de la funciéon de pro-

porcionalidad f(X) = % es la misma funcién.

(4.69)

FX)=%

a. Se despeja la variable independiente X

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

Y = —
X

c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcion original.
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B k
X)) =5
Por lo tanto:
f(X) = f1(X)

Determinar la funcién inversa de una funciéon que a cada
(4.70)  ntmero real le asigna la cuarta parte del triplo de su

cuadrado
3X?
f(X) ==4—
a. Se despeja la variable independiente X
3X?
Y =—
4
4Y
X =4/—
3

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y

viceversa
[4X
Y =4/ —
3

c. La funcion obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

- [

Dada la funcién f(X), calcular la funcién inversa

(4.71) f~HX) y determinar su dominio para:

0= %53
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a. Se despeja la variable independiente X

_ 5X -3
4X +5

Y(4X +5) =5X — 3
AXY +5Y =5X —3
AXY —5X = —5Y — 3

X(4Y —5) = —5Y — 3

—bY —3
X=——
4Y —5
b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa
—5X —3
Y=——
4X —5

c. La funciéon obtenida corresponde a la funciéon buscada, es decir la
inversa de la funcion original.
—5X -3
-1
X)=——

Comprobando resultados por ejemplo para X =1

0= x5
_5(1) -3
1) = 4(1)+5
)=
=3
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2
,  —5(2) -3
fﬁl(g): A 29 -
(5) -
—10
1,2 9
/ 1(5) = g
-
—10 — 27
2
fﬁl<§) = 8—945
9
—37
_—
f_l(g) = _937
9
.2 —37
)=
) =1

Se verifica que:
Si f(a) = b, entonces f~1(b) = a
El dominio de f~1(X) sera:

—5X —3

& =0x
4X =540
5
X _
7

(4.72) Dada la funcién f(X) = 1/% i’il efectuar el campo
operacional para f(X)y f~1(X)

F(x)=,/$14
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a. Se despeja la variable independiente X

X +4
Y = /2——
X —1
X+4
Y?2=\—0—0o
V x —1
X +4
y2o2 2
X -1

Y3(X-1)=X+4
XY?2-Y?2=X+4
XY - X=Y?+4
XY?-1)=Y%*+4

Y2 +4
yo
YZ -1

b. Se cambian las variables, independiente X por la dependiente Y y
viceversa

X?+4

Yy — 27+

X -1

c. La funciéon obtenida corresponde a la funcién buscada, es decir la
inversa de la funcién original.

f_l_X2+4
X211

d. Campo operacional

| X +4 . X*44
)S = —_— pu—
J(X) x—-1 7 / X2 -1

Analizando el dominio de f(X):

) =

Cociente de dos expresiones de la forma %
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Restriccién: el radicando ¢ no puede ser negativo, es decir, debe existir

raiz real y, posibilidad de generarse una indeterminacion matematica.
Analisis: % >0 y b#0

Posibilidades generales:

~ -

Analizando la posibilidad a:
X+4>0 y X—-1>0
X>—4 y X>1
Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad

a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacion matematica, por lo
tanto:

- 100
- +00
|. DE CONJUNTOS — = +Q0
- I Q -
-4 0 1

Figura 4.140

Solucién a: X > 1
Analizando la posibilidad b:

X+4<0 y X—1<0

X<—4 y X<l
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Notese que, en la expresion del denominador no se considera la igualdad
a cero, puesto que debe evitarse la indeterminacién matematica, por lo
tanto:

.mA
-Q0

o J\

@ | O

1

Figura 4.141

Solucién b: X < —4
De esta manera la solucién final sera:

i O
-4 0 1

Figura 4.142

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Df(X)={X/X>10X < —4}
Analizando el dominio de f~(X):

X244
TX)="——

Cociente de dos expresiones de la forma %

Restriccion: posibilidad de generarse una indeterminacién matematica.

Analisis: b # 0
X2 140
X #V1
X #1 y X #-—1

De esta manera se tendra:
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oo~ O O -0

| | I
1 T T
-1 0 1

Figura 4.143

El dominio de la funciéon queda definido como sigue:
Df N X)={X/X € Ry, excepto X =1 y X =-1}

Al generar la interseccién de conjuntos correspondiente a los dominios
o campos de existencia de las dos funciones se tiene:

-0 +00
-w<—‘l. DE CONJUNTOS |. DE CONJUNTOS —|—’-+w
- (M) M
S U W +Q0
- ‘ | | M -
1 f )
-4 -1 0 1

Figura 4.144

DfX)NDf ' (X)={X< -4y X>1}
De lo antes expuesto se desprende:
FO)+Hf(-1X) = FO)-fT1(X) = fOx (X)) ={X <-4 y X>1}

En lo referente al cociente, se deberan excluir del dominio comun aque-
llos valores reales para los cuales f~1(X) = 0, entonces:

S7H(X) = 0 no existen valores.

Entonces se tendra:

FXO)/fHX) ={X <-4y X >1}
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